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Résumé: Cet article a pour but d’étudier la
convection naturelle au sein d'une conduite
torique dont la paroi externe est soumise a
une densité de flux de chaleur constant.
L’analyse du probleme se fait par I'écriture
des équations de continuité, de chaleur, de
mouvement et de fonction de courant. La
vorticité est introduite pour éliminer la
pression des équations de la quantité de
mouvement.

L’analyse théorique présentée dans cet article
des

s'arréte a l'adimensionnalisation

éguations.
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Abstract : The purpose of this article is to
study natural convection within toric pipe of
which the external wall is subjected to
constant heat flux density.

The analysis of the problem is made by
writing continuity equation, heat equation,
and stream function

motion equation

equation. Vorticity is introduced in order to

eliminate the pressure of momentum
eqguations.

Theoretical analysis in this article falls on the
adimensionnalisation of equations.

natural convection,

Keywords: thermics,

torus

Nomenclature
Lettres
a : distance focale

¢, : chaleur massique a pression constante

Gr : nombre de Grashof

h,7, h,, h¢ les coefficients métriques

L : longueur de référence

P : pression au sein du fluide

Pe : nombre de Peclet

g : densité de flux de chaleur

R : rayon de référence

(r,¢,z) coordonnées cylindriques
T, : température du fluide a I'infini
t: temps

T: température

(X, y, z) : coordonnées cartésiennes
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Lettres grecques

B : coefficient volumique d'expansion
thermique du fluide

0 : dérivée partielle

A . opérateur Laplacien

(n7;6;¢) : coordonnées toriques

A : conductivité thermique du fluide
V : opérateur nabla

V : viscosité cinématique

p : masse volumique du fluide

T : coefficient de frottement local
v : fonction de courant

Exposant

+ : parametres adimensionnels.
Indice

n : suivant la coordonnég

0 : suivant la coordonnée

@ : suivant la coordonnég

Vecteurs

D!

: vecteur unitaire

. accélération de la pesanteur

<1 Qi

- vitesse

o : vorticité

1. Introduction

L'étude de la convection naturelle a fait

'objet de nombreuses recherches. Ces

recherches sont axées sur des configurations

[2],

cubique, rectangulaire [3], cylindrique [4],

géomeétriques telles que plane[l],

[5], [6], elliptique [7]. Cependant, il existe de

nombreuses situations en pratique ou la

géomeétrie est quelconque et en particulier
torique.

En recherche nucléaire pour la production
d'énergie par fusion, dans les réacteurs de
type tokamak, le plasma est contenu par de
forts champs magnétiques dans une chambre
de forme torique. L'un de ces réacteurs porte
d'ailleurs le nom de Tore Supra. C'est aussi la
forme des chambres a vide des accélérateurs
de particules du type synchrotron.

En électricité, la forme idéale du bobinage
d'un transformateur est celle du tore.

Notons que les chambres a air, les bouées,
certains joints toriques d'étanchéité et les
pneus qui sont tous toriques.

Dans la mesure ou 20 % de la consommation
d'énergie du véhicule est due au pneumatique.
Le transfert de chaleur par convection
naturelle a l'intérieure d'une surface torique,
est donc un phénomene de grande importance.
Cet intérét est di aussi aux difféerentes
applications dans l'ingénierie comme par
exemple transfert de chaleur a l'intérieur d'un

pneu.

2. Description du probléme

L'écoulement de convection naturelle, en

régime permanent, est régi par les équations
de conservation de la masse, de la quantité de
mouvement et de I'énergie.

Pour une configuration géométrique plane,

rectangulaire, cylindrique, ou sphérique, ces
éguations sont résolues en coordonnées

cartésiennes, cylindriques et coordonnées
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sphériques.

Les opérateurs gradient, rotationr
divergence et Laplacien sont bien connus ¢
ces systemes de coordonnées.

Par contre pour un probléme a géomé
guelconque, il faudra trouver un systéme
coordonnées et écrire les équations
transfet en convection naturelle dans
nouveau systeme de coordonnées. Il fa
aussi écrire les opérateurs gradie
rotationnel, divergence et Laplacien dans
systeme de coordonnées.

Le calcul vectoriel dans un syste de
coordonnées orthogonales] [Bious permet
d’avoir les vecteurs unitaires et les opérat:
différentiels dans leysteme de coordonné
torique [9].

Ensuite nous résolvondes équations d
conservation de la masse, de la quantite
mouvement et de I'énergie dans ce nou\
systeme de coordonnées.

Dans cet article, nous allons présenter
équations principales régissant
comportement d'un fluide ainsi que |
hypothéses simplificatrices qui permettront
caractériser son mouvement au sein d
conduite torique. Le systeme de cdonnée
utilisée sera le systtme de  coordon

torique.

Considérons un fluide newtonien, entour
une conduite torique verticale. La figure
représente une vue dans l'espace du sys
étudié et celle de la figure 2 une vue en cc
Nous admettons ldsypothéses suivan :

- La paroi intérieure est soumise a 1
densité de chaleur constz

- Les propriétés du fluide son constar
sauf sa masse volumique qui ve
avec la températul

- La dissipation  visqueuse ¢
négligeable

- Le probléme est permanent, linaire
et admet une symétrie autour de It

de la conduite

RN

Figure 1: Vue dans I'espace du systé
étudié

< >

G |
Figure 2: Vue en coupe du systéme étt

2.1 Systéme de coordonnées toriq

Soit (X, y, z) les coordonnées cartésienne

(r,@,z)les coordonnées cylindriques tel

X=r.cosp;y=r.sing; z=z (2)
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O P

X

, i o Figure 5: Tore obtenwa partirdes
Figure 3: Coordonnées cylindriqu

. coordonnées bipolair
Dans le plang =c*, construisons un systér . .
Les coordonnées toriques sont ¢ :

de coordonnédsipolaires tels qt : « = shyy cosg 3)
S sing chny - co
= a—hf] et zz<a——— (2) Shl] sin¢

chn — cod chnp — cod y=a—— (4)
avecn =0 chr7 - cod

sind
z=a——— 5
24 chn - cog ®)

| o avecnO [0;+ [;6 O [-m+m6 pO [ 0;2]

Avec « a »distance foca
,.-,‘-__-_,";t. '.- " Z,
\ 'I I— 'I Ll .

q P =cte

Figure 4: Coordonnées bipolair

Si nous faisons variegp de 0 a 2r, nous

avons un tore.

Figure 6: Systéme de coordonnées toric
Pour simplifier, nous poso :

_ sty

—a——— (6)
chn - cod
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Les trois vecteur$e, ;& ;& | sont les vecteurs

unitaires du systeme de coordonnées toriques, (gt =

tandis que a est la distance focale.
Les coefficients métriques sont :

a

h =h, =h=——— 7

n =t ch - cos@ @
shnp

h,=r=a—-"—— 8

’ chn- cosé ®

3. Formulation vectorielle du probleme

Les équations de transfert s’écrivent sous
forme vectorielle, en utilisant 'approximation

de Bousinnesq.

Les trois vecteur¢g, ;& ;&  sont les vecteurs

unitaires du systéme de coordonnées toriques.

Ona:

S 0z
ee)=—=-G 9
(€,6) hon (9)
0z
ee)=—=-F 10
@.8)= (10)
Avec
_ sing.slp (11)
chn - cosé@
chn— cos@
Soit ® une fonction scalaire, et

V=Vg +V£,+VE, une fonction vectorielle
de coordonnées curvilignes, Xx,, X,

Les opérateurs gradients, divergence,

rotationnel et Laplacien en coordonnées

toriques sont :

100 100  10P
radb=-—=8& +——e+-—1¢ (13
g han " hoo * r6¢% (13)
. a(r.h.v
divV = 12 (r '7)
r.h on
a(h.V K
L orhvy)  o(h".V,) ]
00 0¢

he, hg rg
1lo 2 0| 5
r.h’| an 96 9¢
hv, hV, rV,|
AD = 12[ i(r.a;‘)) +
r.h"" an  on (16)
i(r_aﬂ) +i h_zaﬂ) ]
068 098 op r 0¢

3.1Equation de continuité

La divergence du vectelt est donnée par :
1 [9(rhV) arhy,) | o(h*.y,)

divV = —
r.h on 06 0¢

17)
Dautre parV, =0, par la suite, I'équation de

continuité div V= 0 (1.2.1) s'écrit :

o(rh.v,) | a(th.V,) _

(18)

on 04

3.2Equation de mouvement
Posons

1|0 0
=—|—(hV,)-——(h.V 19
2 hz{an( )25 0)} (19)
Pour [I'équation de mouvement, nous
trouvons :

(V.grad)V = —% gradP+v AV-B(T-T.)§

(20)
3.3Equation de la chaleur
L'équation de la chaleur est :
V.grad T = c AT=aAT
P- v (21)

Par raison de symétrie onTa=T (77 ; 8)
L'équation de la chaleur s’écrit alors :
Vo OT V0T _ o | 0 .6_T)+i(r_6_T)
honp hag rk|on on 948 08

(22)
En résumé : dans le systeme de coordonnées

(r

torique, les équations de transferts sont :
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Equation de continuité

—(rhV) (rhV) 0 (23)

Equatlon de mouvement

%ig IV, 0 w_ ﬂgGaT FaT
h onr “haor h| 06 on
v dw, h?
W{%( 23550 }
(24)
Equation de la chaleur
VvV, aT V oT _  «
N A PN (Al
hd/] hod K on on° 068 068
(25)

3.4Vorticité
L'équation de continuité est satisfaite en

introduisant la fonction de couralttel que :

1w

" rhad (26)
1w

°" thon (27)

Par suite, la vorticité peut s’écrire par :
{ 0 10¥ 0 1aw}
w=- e
h2

(28)
onron 06rad

4. Adimensionnalisation

4.1 Adimensionnalisation des équations

*(2/5) L
Soit L, vGrL : /]qu*(l,S) respectivement
la longueur, vitesse et température de
référence .
Ona:
r
R_f (29)
4
or =F94L p-Y (30)
AV? a
._ vV _ Vv
Vf7 - VGr*E]z/s) v VGr*(Hzls) (31)
s A *(15) ._ Lo
T —E(T—Tw).Gr Q) —W

(32)
W
.
= (33)
v.L.Gr#
z
0=0,
Juu—— rl .
% el
r Ty r
“1 n=/0'
1 i
B 0=-0,
0
0 =6
V 01 5
n=
</ B~
#on=n,
O=n
ll O=-1x
=0,

Figure 7: Représentation du systéme en
coordonnées cylindriques et toriques

La configuration du systeme est définie par

r,, z, et les parametreg, , 6, et a sont

calculés a partir der, = as—ml :
chn,—cosg,

Ezza_EEh_ (34)

chn+1

sing,
chn,—cosg,

L' adimensionnalisation nous donne

I, r
R, :Il R, = f
z,=2

: (35)

En portant ces variables dans les équations
(23), (24) , (25), nous obtenons :
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Equation de continuité profil de vitesse du fluide a I'entrée ni les

i frontie . _
i(RHV,]*)+i(Rva) 0 (36) conditions des frontieres thermiques

on 06 On peut donc utiliser ces équations pour tout
Equation de la chaleur

VyaT++v;aT*_

type de convection naturelle au sein d'une

H on h 00 conduite torique.
1 0 oT . 9 oT* Notons que les conditions aux limites sont en
—(R. +—(R.
R.Hzi[aq( on ) 66’( 06 )} générales des températures imposées ou des
¢ =Pr.Gr# flux de chaleur imposés. Les variables
, (37) adimensionnelles seront choisies selon le type
Equation de mouvement
R ) o R 0 o de conditions aux limites.
o +__+_ + Y -
H”dnR H°dR
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