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Abstract : In this paper, we develop a large deviations principle for stochastic
system with memory equations driven by small multiplicative white noise in
Besov-Orlicz space.
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Résumé : Dans cet article, nous étudions un principe de grandes déviations
concernant les équations différentielles stochastiques avec retard dans ’espace
de Besov-Orlicz.

Mots Clés : principe de grandes déviations, équation différentielle stochastique
avec retard, espace de Besov-Orlicz .

Introduction

Au cours des dernieres années, de nombreux résultats ont été obtenus sur le
mouvement brownien et le processus de diffusion dans les espaces de trajectoire
avec des topologies plus fortes que celles de 'uniforme habituelle. Le principe des
grandes déviations de Freidlin-Wentzel [8] a été développé dans les espaces de
Holder pour le mouvement brownien dans Baldi, P., Ben Arous, G. & Kerkya-
charian, G. [I] et pour les processus de diffusion dans Ben Arous, G. & Ledoux,
M. [3]. Plus tard, une extension dans les espaces de Besov a été envisagée dans
Eddahbi, M., Nzi, M. & Oukinine, Y. [7], Lakhel, E. H. [9] et Roynette [I3]. Dans
cet article, nous démontrons qu’on peut étendre les résultats de Mellouk, M.[10],
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6 PGD pour I'EDS avec retard sur l’espace de Besov-Orlicz

Sallah-Edlin, A., Mohammed & Tusheng, Z. [14] et Randriamanirisoa S.H.& Ra-
beherimanana T.J.(pour le cas Y=7Z=0) [12] a la topologie de 'espace de Besov-
Orlicz.

Soit W = {W;,t > 0} un (2, F,F:, P) mouvement brownien standard a
valeurs dans R* ott Q = C([0,m],R*) est l'espace des fonctions continues de
[0,1] dans R* muni de la topologie de la convergence uniforme définie par la

norme uniforme || f |lo= sup |f(t)| et posons H([0,1],R*) son sous-espace
te|0,m]
de Cameron-Martin constitué des fonctions h absolument continues satisfaisant

h(0) =0 et /m h(s)[ds < oo (h(t) = @) Pour h € H([0,m],R"), nous posons
0

Js dt
= ([ lils) Pds) 72
Soient, b = (by, ...,bg) : RT x R* x R — R? et
o = (Uij)izl,...,d,jzl,...,l cRT x R x RY — RY @ R des fonctions Boréliennes
mesurables.
Soit 7 > 0 fixé un délai et ¢ une fonction continue sur [—7,0].
Considérons 1’équation différentielle avec retard définie par :

dXt = b(t,Xt,Xt_T>dt sitée (O, OO)

(0.1)
Xi = o(t) sit € [—T,0]
et I'’équation différentielle stochastique perturbée avec délai associée
dXt = b(t, Xt, Xt_T)dt + \/EO'(t, Xt, Xt—T)th st t e (07 OO) (O 2)
X = ¢(t) sit e [—1,0] '

Le reste de I'article se présente comme suit. Dans la section 1, nous introdui-
sons quelques notions et rappelons quelques résultats sur les espaces de Besov-
Orlicz. Dans la section 2, nous donnons quelques définitions et des résultats gé-
néraux. La section 3 contient le principal résultat de ce travail. La section 4 et 5
seront, consacrées a la preuve du résultat principal.

Dans toute la suite, nous supposerons que le retard 7 = 1 et que les constantes
peuvent varier d’une ligne a une autre.

1-Préliminaire et Notations

Nous rappelons en premier lieu des notions de base pour les espaces de Besov-
Orlicz.
Soit thwa I'espace de Besov-Orlicz séparable des fonctions continues g : [0, m] —
R’ avec ¢(0) = 0.
Soit By, .., 1'ensemble de 'espace de Besov-Orlicz de toutes les fonctions conti-
nues f : [—1,m] — R? telle que f(t) = o(t) pour tout ¢t € [—1,0].
Soit I = [0, m] et notons LP(I) I'espace de Lebesgue des fonctions intégrables sur
RY (1 <p < o0).
Soit. Ay, Vespace d’Orlicz sur I correspondant a la fonction de Young Ms(x) =
exp(z?) — 1 muni de la norme

I £ ll=inffr > 0,21+ [ M(rl 7o)l
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Pour quelques détails sur 'espace d’Orlicz, voir Cieleski, Z., Kerkyacharian, G. &
Roynette, B. [4]. Dans cet article, nous utilisons la norme équivalente dans Ay,
suivante

f
I 5 = sup LT,

pzm /P
Pour la preuve de I’équivalence entre || f ||a, et || f ||+, on peut consulter Cieleski,
Z., Kerkyacharian, G. & Roynette, B. [4].
Notons que pour py > m

I fll»
f|M—SP :
I f Iz ST

Pour f € LP(I), m < p < 00, considérons le module de continuité pour la norme
dans LP(I)

wy(f,t) = sup || Anf [l

0<h<t<m
avec

Apf(x) = Lpa-n(x)(f(z + h) — f(x)),Vh € [0,1].
Le module de continuité pour la norme d’Orlicz est défini par
wi, (fit) = sup [ Apf [la, -
0<h<t<m

Soit By, .. 'espace de Besov-Orlicz des fonctions continues f : [—1,m] — R?
telles que || f || apw, < 00. Pour tout o > 0, on pose

t
1S ot =M1 S Ml + Sufmuﬂfij(ct))

ol wy A (t) = (1+logt) Va > 0.

Nous ferons usage de l’equlvalent de Cieleskil, 7., Kerkyacharian, G. & Roy-
nette, B. [4]. Soit x1,x,k 7 = 0,1....k = 1.2 suppx,r = [(k — 1)/27,k/2],
I'ensemble des fonctions de Haar sur l’intervalle [0,1], et soit @o(t) = 1,p1(t) =

t
t,pik(t) = /0 X;jk(s)ds 'ensemble des fonctions de Schauder. Pour toute fonc-

tion continue f : [0,1] — R? | soit {A,(f),n > 0} son développement en série de
Schauder donné par

F() = Ao(fpo(t) + Ar(fen(t) + Z Y At
n=27+1 j,k

ot Ag(f) = f(0), Ai(f) = f(1) — f(0) et
i 2k —1 1 2k 2k — 2
[(f( 9j+1 ) N §(f<ﬁ> +f< 9j+1 )ﬂ

Soit B}\'}iwa le sous-espace de B}@Q,wa, qui est un espace de Banach séparable cor-
respondant a la fonction f € By, , telle que || f |l,= o(y/p) quand p — oo,

wy(f,t) = o(y/pw(t)) quand ]19 ANt — 0.

N

A (f) = 22
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Théoréme 1.1. 1) Soitpy >0, [ € B}\’}S’wa ssi

2_% 2! 1/p
max § |[Ao(f)|, |A1(f)],sup sup —— AP < o0
(Mol Do o= [ 5 1401}

(1.1)

2) fe B]‘f}gwa 884

27% 9i+1

im ————[ 3 4.0} =o. (1.2)

VP20 p3 (1 + )

N

Considérons les normes suivantes qui sont cruciales dans la preuve de nos
résultats : ) — £(6)
e t)— Jf(s
| fII"= sup =—F——=
o<s<t<i  w(t—s)

celle-ci est dominée par la norme

* Au(F)
= max 1)|,su su - ).
Wl (rOlswp s )

Il est facile de voir qu'il existe D1 > 0 et Dy > 0 tels que || f ||anw< D;1 || f|7<
Dy || f I

2-Définitions et Résultats généraux

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et résultats.

Définition 2.1. Une fonction I : E — [0; +00] est dite une fonctionnelle d’ac-
tion si elle est semi-continue inférieurement (s.c.i) i.e. ¥f, — f, alors I(f) <
1_1}141_1 inf I(f,). De plus, si pour chaque a < oo, T'y = {x € E,I(x) < a} est

compact, alors I est une bonne fonctionnelle d’action.

Définition 2.2. Pour une fonction I, la famille de probabilité {P*}.~ satisfait
le PGD avec la bonne fonctionnelle d’action I si on a :

i) Pour tout ouvert O de E

linggfglog P.(0) > —1(0)

it) Pour tout fermé F' de E

limsupelog P.(F) < —I(F).

e—0

Notons par H l'espace de Cameron-Martin, c’est-a-dire

H ={h(t) = /th(s)ds :[0,m] — R": /Om |h(s)|?ds < oo}

0
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Soit g € Bﬁ[’gﬂu est absolument continue, g : [0,m] — R’ avec

1 m
7/ 19(s)|?ds sigeH
_ ) 2Jo
e(g) =

+00 sinon

Mellouk, M. & Millet, A. [II] ont prouvé le théoreme de Schilder suivant

Théoréme 2.3. Soit P° la loi de eW sur B}\’}g,wa muni de la norme ||||ryw,
alors P® satisfait le PGD avec la bonne fonctionnelle d’action I(.) définie par

1
19) =5 g I

Théoréme 2.4. [7] Il existe une constante K = K telle que pour tout A > 0 et
tout >0 avec A > 4lp et A > 2vVIn2, on a

A A2 A
P > <ul <K 1. 1(—=)? —In(=).
W2 A W1 ] < B mas(1 (7% esp(= e In( )

Théoréme 2.5. Soit Q)° la famille de mesure de probabilités sur un espace Po-
lonais E satisfaisant le PGD avec comme bonne fonctionnelle d’action X et soit
F : E — E' une fonction continue. Notons par Q° = P° o F~' la famille de
mesure image de P°, alors {Q°} satisfait le PGD avec la bonne fonctionnelle
d’action \ définie par

Ay) = inf A(x).
(y) it (z)

3-Résultats principaux

Soit 7y € R? et considérons 1'équation différentielle stochastique perturbée
avec délai définie par

t t
X, :x0+/ b(s,XS,XS_l)ds+\/E/ (8, X, Xo1)dW, (3.1)
0 0

ol B est un mouvement brownien standard & valeurs dans R¥. Nous supposons
aussi que les coefficients o, b satisfont les conditions suivantes :

(Hy) Soient, b = (by,...,bg) : RT x R? x RY — R? et
0= (0ij)i=1, .aj=1..1:RT x R? x RY — R @ R! des fonctions Boréliennes
mesurables

(Hy) La fonction b(.,x,Z) est conjointement mesurable en (z, ) et il existe une
constante C' > 0 tel que

| b(.,z,%) ||< C(1+ |2|) pour tous (z,%) € R? x R?

(H,) La fonction o(.,z, ¥) est conjointement mesurable en (x, Z) et il existe une
constante C' > 0 tel que

| o(.,2,%) ||< C(1+ |z|) pour tous (r,F) € R x R?
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(H3) Les fonctions b, o sont Lipschitziennes i.e. il existe des constantes Cp,Ch
telles que pour tous xy, &1, Te, 2 € R%, et ¢ € [0, 00)

H b(t,xl,jl) — b(t,x2,£2) ||Rd§ Cl(|l’1 - .732| + |.%1 - i’QD

| o(t, 21, 21) — o(t, 22, T2) [[ragr < Ci(|z1 — 22| + [T1 — Ta)

lim sup |b(s,z, %) —b(t,z,z)| =0

st z,5€R4
lim sup |o(s,z,2) —o(t,z,2)] =0

st z,5€R4

Sous ces hypotheses, I’équation (3.1)) admet une solution unique X = (X;,t € I)
qui est (F;)iefo,m-mesurable.
Pour h € H, définissons le squelette

Gy(h) = Go(h) +/Ot b(s,Gs(h),Gs_l(h))ds+/Ota(s,Gs(h),Gs_l(h))hsds,

te0,00).
Définissons 1 : Bzﬁg,w — [0, 00] par

(7) = mf{; [ Vhif2dsi e # el que Gy = Ry (3.2)

Théoréme 3.1. Supposons que l’ensemble des conditions (Hy) — (Hy) — (Hs) —
(Hs) soit vérifié. Soit p. la loi de X solution de sur B}\’}gw avec la norme
| - |00 Alors, la famille p. satisfait le principe de Grandes Déviations avec la
bonne fonctionnelle d’action I(h) définie dans (3.2).

4-Régularité de la solution dans I’espace de Besov-
Orlicz

t
Il est clair que le processus {/ b(s, Xs, Xs_1)ds,t € 1} appartient presque sii-
0

¢
rement & B}\O/I’S - Alors, il reste & montrer que le processus {/ o(s, X, Xs_1)dWs, t €
’ 0
I'} satisfait (1.1]) et (1.2)). Nous allons prouver le résultat dans le cas k = d = 1.
Posons .
Y, = / (5, Xo, Xo_1)dW,.
0

i 1
Montrons que pour certains pg, nous avons pour tout a < B

_i j+1

2 %z 1/p

sup sup . A, (Y)P| 7 < oo p.s. (4.1)
720 p>po p2 (1 + §)° [n:%-:ﬂ }

lim L[ > \An(f)\p]l/p}:o. (4.2)

JVp=eo p%(l + j) n=27+1

N|—=
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Pour montrer la relation (4.1)), soit A > 0, en utilisant 'inégalité de Chebychev,
Nous avons

27 20 1/p APo-i o, 20
Pt O )= e L 3 )

|A,(Y))] est dominé par les termes de la forme

1 1
A= |/O s 2 dWi|, et B := |/0 Fouz 2y dW|,

27 +1795+1 2J+1727+1

ou
fri(8) = Lics<io(t, Xo, Xso1) + Ls<rt|o(t, X, Xso1) — o(r, X, Xs—1)]-

Pour p > 2, en appliquant I'inégalité de Barlow-Yor [2], pour A et B, alors il
existe une constante C), telle que

E|A.(Y)]P < CMPp?.

Par conséquent

27% 2i+1 U \—P9—i 2J+1
P(W[REQ;HVM(YW} >)\) < \/W(n%‘:HE'An(Y)lp)

C\p 1
< B ar

1
Choisissons py > — et A assez-grand, la série
o

Y () e
S0pepe A (L)
converge.

Pour prouver ([4.2)), remarquons que comme ci-dessus, |A,(Y))| est dominé par les
termes de la forme A et B, alors les inégalités exponentielles donnent I'existence
de constantes positives K7 et K5 telles que pour tout A > 0 assez-grand,

221+ )

sup [ A, (Y)[ > A) < Kyexp e

1
v

Donc, par le lemme de Borel-Cantelli

1
sup ———=sup |A4,(Y)| < oo p.s.
v np| (Y)] p
Or
2i+1
275 [ 3 AP < sup AL (Y)]
n=2J+1
Ainsi ; _
2N o)< Au(Y)
sup - nl Y. < — supsup |4,
21 p2(1+j)z n=2i+1 pE jz1 n

D’ou le résultat.
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5-Preuve du Théoréme 3.1

] est la partie entiere de y).

Pour € > 0, N > 1, l'ensemble ty = [Nt]/N ([y
et Xy ={X3(),0<t<1}1a

Soit X° = {X*(¢),0 <t < 1} la solution de (0.2)
solution de I’équation différentielle stochastique

dX(t) = b(t, X5 (1), X3 (t — 1))dt + Veo(ty, Xi(ty), Xy(ty —1)))dWe (5.1)

Cas ou b et o sont bornés

Définissons la fonction
Fy():B%, . — B
N\ : M27woz M27woz

Fy(w)(t) = o(t) si —1<t<0
F(w)(1) —FN<w><]’§>

+/ s, Fy(w)(s), Fx(w)(s — 1)ds

+a<§,FN<w><J’§>,FN<w><§ D) (wt) ~ w()) pour - <1< L

Pour g € H avec e(g) < a

+ A o(sn, Fn(sn), Fn(9)(sy — 1))gsds pour t € [0,00)
Fr(g)(t) = w(t) si —1<t<0.

Notons que X5 (s) = Fn(v/eW)(s) ot W est un mouvement brownien standard.
1
Définissons In(f) = mf{ e(g); Fn(g) = f} pour chaque f € BMQw

Lemme 5.1. Pour tout a > 0, la fonction g — Fn(g) est continue sur {|| g ||x<
a} dans Bﬂg}w avec la norme || . || a0

Démonstration. Pour t € [0, 1], soient g1, g0 € H tel que || g1 [|x V || 92 [|x< a,
on a :

(t) = [ o (s F(00)sn), FEP(91) (s — 1)
— o (sw, PN (92)(sn), FX (92) (s — 1)) } X ga(s)ds
[ o (sns FR (00 (s F (an) s = 1) } x {0(5) — o))}
[ (b FL o)), (01 = 1)) = b(s, FP()(5), E 92)(5 — 1) }ds.
Nous avons

YN () ([t < VA ([0 + 1l Va a0 + [V [t -
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Posons

Ti(t) = /Ot{J(SNaFN(91>(3N)7FN<91)<3N_1))
— o (sn Fv(92)(sw), Fv(g2) (s — 1)) | x ga(s)ds

1) = [ {o(sw Fvlon)(sn). En(o)(sy — 1))}
X {[01(s) = 9a(s)] }ds

130) = [ {5 Exlo)(s), Exlo)(s — 1)
— b(s, Fx(g2)(s), Fi(ga)(s — 1)) }ds.

T3 est un cas particulier de T} si nous remplacons ¢ par b dans T} et ¢; par 1, il
suffit de prouver que T}, T3 tendent vers zéro.

wa, (T, 1)

Vi=|| T + su
1 H 1 HM2 —ISPSI w(t)

Le condition de Lipschitz sur o implique que

T e < C Il Fx(g1) = Falg2) [l 92 [l -

Pour le dernier terme, rappelons que

wy(Th,t) = sup || ATy ||, -
[h|<t

Donc
| ARTY = (/I 70t + h) — To()Pdt)s, ow I, ={te I, t +hel}
Ta(t+h) = Ta(t)] < \/ o (sx: Fn(g1)(sw), Fn(g1)(sy — 1))
— o (sn Fi(92)(sw), Fiv(92) (s — 1)) b (s)ds|
< 20 || Fn(g1) — Fiv(g2) [l g2 lla 1]
Ainsi

p(Tiot) = sup | T3, €[ Faler) = Pl |l oo o b
Ceci implique que
war, (T4, t t
sup L2000 o0 By(ar) = Fulge) 1 o llne ——tt

e, w(t) t(1+1log 1)
K| Fn(g1) — Fn(g2) ||

IN

IA
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D’ou
| T3 |35, Co || Fin(g1) — Fn(g2) || (5.2)

Pour compléter la preuve de la proposition, il reste a prouver que 75 tende vers
zéro quand || g1 — g2 |[ampw— 0. On a :

IN

L@ < || 191(5) — ga())do (s, v (90)(sx)s Fv(a) (s = 1)} s
+ | {o(sn: Fx(g)(sw), Fn(g) (s = 1) Hlg1(5) = g2(5)]} la
< or=a I [ dio(sx For) ). Fv(g) (s = D) vz

+ Cllg1— 92 Mz

ou |a(§N, Fn(g1)(sy), En(g1)(sy — 1)>| désigne la variation de

o (sx, Fn(91) (), Fn(91)(sy — 1) sur [0,s].
Ainsi

I T2 2w < C Nl 91 = 92 It - (5.3)
Combinons maintenant ([5.2)) et (5.3 nous avons

| Fn(g91) — Fn(92) [1.0< Cr || Fn(g1) — Fn(g2) | +C || 91 — 92 ||as 05

en vertu de la continuité par rapport a la norme uniforme de la fonction g € H —
Fn(g), (Voir Mellouk [I0]) la preuve est complete. O

Lemme 5.2. lim sup sup |[Fn(g)(t) — F(g)(t)| = 0.

N=+00 go(g)<a  —1<t<m

Démonstration. Pour g € H avec || g ||lx< a, on a

|F(g9)(t) — F(g)(sy)] < /St b(s, F(g)(s), F(g)(s —1))|ds
# [ lotax, Flg)an), Flo)(sx ~ Dllgl s

Par la condition de croissance linéaire sur b et ¢, nous avons

Le Lemme de Gronwall implique que

sup |[F(g)w)| < Cexp(2m+a)=C, (5.4)

—1<um
(5.4) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz impliquent que

~ 1

|F(g)(t) — F(g)(sn)| < CQCG(N)% — 0 quand N tend vers + oo
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uniformément sur 'ensemble {g; || ¢ ||»< a}. Ainsi

()0~ F@Ol < ¢ [ 1F(o)(s) ~ Fla)s)lds + [ 1Fn(o)(s ~1) -
Flg)(s = Dlds + [ suplo(sy..2) = o(s,2.3)
91()ds +C [ 1Ex(9)(s) — F(g)(s)lgl(s)ds +
¢ [ 1Fu(o)(s = 1) = F(g)s = )3]()ds )
+C [ F(9)(5) = Flg)(sn) 11(5)ds

+C [[1F(9)(s = 1) = Flg)(sy — 1)]ll(s)ds

1 - ~
Cal 5+ supsuplo(sy, 2, %) = (s, . )]

S T,z

+2 [ sw | Falo)w) - Flo)(w) | ds

—1<u<s

v o2 / sup || F(g)(w) — F(g)(u) || g/(s)ds

—1<u<s

IN

Cela donne

| Fx(9)(t) = Fl9)(t) || < CC, [jw +supsup o(sy, 7, 7) = (s, 2, 7)

Par conséquent
lim sup || Fn(g)(.) = F(g)(.) o= 0. (5.5)

N=%0 9|3 <a

Ensuite

| Fn(9)(t) — Fg)(t) I < K. ! +supsup|o(sy, 7, %) — o(s, z, 2)2] +

;7?? s x,T
[ AF 1)) Fn(g)(s) = Flg)(s)|ds
C’ogu<€§1/u w(|v — ul)

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz
koK 1 ~ ~
I Fn(g)(t) = F(g)@) I < Ka{ﬁ +supsup [o(sy, @, &) — o (s, 2, )| +

VU —U
2C(1+ F - F o Sup ————~
(g ) | () = F(9) e | s> s

O

Nous prouvons que { X5, > 0} définie par ({5.1)) est une bonne approximation
exponentielle de {X*® & > 0} définie par

XE(1) = X5(0) + /Ot b(s, X*(s), X*(s — 1))ds + \/E/Ota(s,XE(s), X2(s — 1))dIV,
(5.6)
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Lemme 5.3. Supposons les conditions Hs et Hy vérifiées, et supposons aussi que
o,b sont bornées, puis pour m > 1, 6 > 0,alors

im limsupelog P( sup |X°(t) — X5 (¢)]) = —o0 (5.7)

|
N—oo e—0 —1<t<m

Démonstration. Puisque le coefficient de dérive b n’est pas forcément borné, pour
prouver (5.7), introduisons quelques résultats auxiliaires. Pour N > 1, par le

théoreme ([2.3)),

limsupaP( sup [Ve(Win — Wi—1yn)| > N)
e—0 1<k<N
< limsupeln P(|| VEW |lap> N)
e—0

1
< —inf{ 12 3 || A llagw> N}

1

En effet, si h € H([0,1],R?) satisfait || h |lanw> N, linégalité de Cauchy-
Schwartz implique que || b ||3> N.
Définissons 1’ensemble

Lo ={ sup [Ve(Win = Wa—nyw)l < NHUIVEW < N}, (5.9)

1<k<N

par ([5.8))

. 1
hmsupsP( sup |[Ve(Winy — Wi—1yn) > N|) < —51\72 (5.10)

>0 1<k<N o

lim limsupeln P(I'Y) = —oc. (5.11)

N—=+o0o 0

Pour prouver (5.7)), soit U5 (t) = X5 (t) — X°(¢) pour ¢ > 0. Puis

Wi (0) = | bls. Xl Xis = 1) = bls. X¥(), X¥(s = 1))Jds
+VE [ lolsi Xilow), Xy = 1) = (s, X5(5), X4(s = 1)}V, (5.12)
Pour p > 0, définissons
o, 1= it > 05| X5 (1) — X5(tw)] = £}, (5.13)
Vi, (0) 1= V(AT

}

==

vy, = inf{t >0, [V (1) >

et
2
€ P 5 211
Ocp(t) = | {55 + W5, (D7} P,
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Puis
)
P(sup [Ux(t)| > ) = P(sup [Py(t)] > 0,7y, <1)
0<t<1 0<t<1
+ P(sup [V ()] > 0,7y, > 1)
0<t<1
< Py, <1)+ P(vi, < 1)
Nous avons
P(Tﬁ,’p <1) = P(va’p <1,T.)+ P(T}E\,’p <1,T%)
- ; k=10 p .
< Y P( sup  |XR(t) = Xi(——)| = . Te) + P(T%)
— el oyok N N
k=1 El<ick
= p
< P sw ||/ VEo(s, X(s), X¥(s = 1)), = 5. T
k=1 A<y
+ P(IY).
On a

t
I [, VEo(s, X(s), Xo(s = D)W, < 2CVE | W ||
N
Par le théoreme .

€ e o **>
P[k]_;,gpSN H/ Vo (s, X5(s), X5(s — 1))dW, | TN T.]
< Kmax(l (L yep(— L log(nl )
= "MI6NAC2%l 16K N2C%  °\AN2C /el

Etant donné r > 0,p > 0 et N suffisamment grand et on choisit

0

p
| Kr, al
Tonzoz: O nae ) = K alors
Pl swp | / VEo(s, X¥(s), X5(s = 1))AW, || 2 T.] < K exp(—2)
sk 2N :
(5.14)

(5.11)) et (5.14]) impliquent alors que
lim limsupeP(P(ry, < 1)) = —o0 (5.15)

N—=+o0o  ¢0

1
Pour 0 < ¢ < 2 définissons f. ,(y) = (N2 +y|*)V¢, y € R% Par la formule d’Ito
R tAT N p2/5
MY = fop (Wi () = [ g (s)ds — £ (5.16)

est une martingale avec valeur initiale zéro, ou

Plt) = 20 WP (0,60, X4(5), X1 - 1)

B XR (), X3 = D)) 22— el + W () x
({1, X5(0), X5(1 1)) — ot Xlt), Xty — D)WS(0)

+ (]@2 + R ONY (o, X5 (1), X*(t — 1))

— o(ty, Xy(tn), Xty — 1))
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Pour 0 <t < 75, notons que X3 (u) = ¥(u) et X°(u) = ¥(u) pour u < 0, nous
voyons que

p c e 1 P’ e 2y1-2 1 ’
Enlt) < TEp() + 4G - DS + W OP 2 2 - 12,

WS ()21} x { (ot X5(2), X°(t — 1))

Hp(t = 1) = Pty — D}
D 1
Par continuité uniforme, pour N > Ny et 0 < e < > on a

ot X¥(1), o (8, X¥(t = 1)) = ot X (), X¥(ty = D)| <

et 0
(= 1) = ity — D] < £

Ainsi pour N > N,

Palt) < CC+1+ DLy (W3(0)

C 13
< IR ().

Le théoreme d’arrét de Doob montre qu’il existe une constante K < oo, indépen-
dante de N, e, p et Ny, tel que, pour N > N,

. pPreK
(1) < Tz + = [ 05, (9)ds, te 0,1

(voir par exemple, Deuschel & Stroock [6], p. 30). Par conséquent, pour N > Ny,
1
Oy, (1) < exp{—(K +2inp —In N)}
’ €

donc, pour N > 1
N? )1/5 -

P(U?Vﬁ S 1) S (m HN,p(]‘)

D’ou,

ll_rf(l] sgfpll_r)%supglog P(vy, <1) = —oc0. (5.17)

En combinant ([5.15)) et ((5.17)), nous avons prouvé ({5.7)) pour m = 1. Supposons
maintenant ([5.7) pour un entier m. Nous allons prouver que c’est aussi vrai pour

m + 1. Solent Wi, 75, définis dans (5.12)) et (5.13). En outre, introduisons deux
nouveaux temps d’arréts :

TN = inf{t > 0 [X°(t — 1) - X5 (t — 1) > 21, (5.18)

=

720 = inf{t > 0;|X°(t — 1) — X5 (ty — 1)| > %}, (5.19)
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etédéﬁnissons DY (1) == \Ifiv(t/\T]b’fp/\Tifi)/\va,p) et vy, i= inf{t > 0;|@% ()] >

W} Puis
0
P(sup [U5(t)] > =) < Py, Ama, AT, Sm+1)
t§m+1 N P P P

—i—P(tSuIJ)rl U (8)] > 9, T]{[’; A T]%;fp ATy, >m+1)
<m

< P(T]{f; <m+1)+ P(Tf\,’p /\T]%,’,Ep <m+1)
+P (05, <m+1).
Comme dans la preuve de (/5.15))
lim limsupelog P(7g, , A T]%;i) <m+1)=—oc. (5.20)

N—+o0 e—0

Par 'hypothese de récurrence

lim limsupelog P(T]{,’i, <m+1)

N—+00 e—0
. . p
< 1 1 log P X(t)— X5 > =) =— 5.21
< lim limsupelog <_F;2m' (t) — X5 ()] N) oo (5.21)
En utilisant la formule d’Ito6,
_ . t/\TIEVyp/\TIIV”Ep ,/\7'12\,’; ,02/8
MY = (@, ) = [ G(s)ds = 2o (5.22)

est une martingale avec valeur initiale zéro, ou

Pa(t) < (L P S OIWE (0] + X~ 1) - X3 - 1)
2 1

HAC = D085 1002 420 - 1)

WS )1} x { (ot X5(), X°(t - 1))
—o(ty, X (ty), X*(ty — 1)))2 + TR ()] + [XR() — X5 (ty)]?
HIXF(E— 1) = X5ty — D+ X5t = 1) = X5(t - )P}
(s IO R I () + £+ {4~ 1)

(2 DR OF + 22 + o))

2 P2
X (WR (D) + 42
1 1

< CCH 1+ 2)fp(T5(1))
< SR w0)

pour s < Ty , A T]{,’i) A 7']2\,’; A (m+1), et n suffisamment grand. En utilisant ((5.20)),
(5.21)) et en suivant la preuve du cas m = 1, on voit que ([5.7)) est également vrai
pour m + 1. Ceci complete la preuve du lemme ]

IN

£

Preuve du théoréme 3.1. Notons que X5(t) = Fn(v/eW)(t) ot W est un mouve-
ment Brownien. Le théoréme se déduit du lemme (5.1)), (5.2)), (5.7)) et du principe
de contraction (Théoreme 4.2.23 [5]). O
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Cas ou b et ¢ ne sont pas bornés

Pour R > 0, définissons mp = sup{|b(t,z 57),|0(t,x,3~v)|,t € [0,m],|z] <
R,|%| < R} et by == (—mg—1)VbiA(mgr+1), ol == (—mr—1)Vo; jA(mpr+1),
1<i,j<d.

Posons b := (b, ...,bf) et o == (Ufj)lgmgd. Puis bp(t,z, %) = b(t,z, &), or(t,x,T) =
o(t,z,z) pour t € [0,m],|z| < R,|Z| < R. De plus bg, og satisfont la condition
Hj avec la méme constante de Lipschitz. Soit X3(.) la solution de

X7lt) = X5(0) + [ bl Xils), Xils = 1)ds + V2 [ anls, Xz(s), X5 — 1)V,

Xg(t) =¥(), te[—1,0]
(5.23)
Pour e(g) < oo avec g € H, soit Fr(g) la solution de

(XﬂzFﬂwm)
—i—/ s, Fr(g)(s), Fr(g)(s — 1),7(s))ds

+0(s, Falg )( ) ( )(s = 1))gsds pour t € [0, 00)
W(t) si —1<t<0.

Définissons Ir(f) = 1nf{ e(g9); Fn(g) = f} pour chaque f € B}\'}gw
Si sup | F(t) |< R, alors F(g) = Fgr(g). Conséquence,

—1<t<m

I(f) = Ir(f), pour tout f, avec sup | F(g)(t)|< R. (5.24)

—1<t<m
Proposition 5.4. Fizons m > 1. Pour 6 > 0,
l1m limsupelog P( sup |X°(t) — X5i(t)| > 0) = —o0 (5.25)
—00 e—0 —1<t<m

Démonstration. Nous raisonnons encore par récurrence. La preuve pour le cas
m = 1 est similaire a celle du lemme (5.7). Supposons que (5.25) est vraie pour
m. Nous allons prouver qu’il est également valable pour m + 1.

Soit W5(t) := X*(t) — X§(t). Pour Ry > 0, définissons v, := inf{t > 0, |X*(t)| >
Ry}. Pour R > Ry, on a

Wit Avi) = [ (s X7(), X5(5 — 1)) — brls, Xils), Xils — )]s

b VE [ lonls, X5(5), X¥(s — 1)) ~ onls, Xls), Xals — D)W,

Pour p > 0, définissons 75, := inf{t > 0;|X°(t — 1) — Xi(t — 1)| > p},
\If%’p(t) = UR(L A vy, A Tf%’p), vy, = inf{t > 0,|¥% (t)| o} et GeRp() =

P
/{p2 + w5, ()P} dP. Puis
Q 9.

P( sup |UR(t)]>0d) < Py <m+1)+ P(Uf%’p <m+1)+ P(TE’p <m+1)
—1<t<m+1
< Py, <m+ 1)+ P(ry, Amas, <m+1)
—I—P(UN’p <m+1)

P( sup |X°(t)| > Ry) (5.26)

—1<t<m-+1

+ P( sup |X(t) — XR(t)| > p) + P(vg, <m+1)

—1<t<m+1

IN
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Par I’hypothese de récurrence

lim limsupelog P( sup |X°(t) — XR(t)| > 0) = —o0 (5.27)

R—o00 e—0 —1<t<m

Par la formule d’1to

M = fp(@,(0) = [

est une martingale avec valeur initiale zéro, ot comme dans la preuve du lemme

B, pour s <t AvR, AT,

15 £
t/\le /\TR,p o

92 p(s)ds — p*/° (5.28)

1 1 .
ger(t) = CC+ 14 2)fe,(Yr(D)
C 15
< L (Wl). (5.29)
Ceci implique que

2

: e P
1_1_1% supelog P(vg ,, < 1) <log (m) +C (5.30)

Par conséquent, il résulte de (5.26)), (5.27) et (5.29) que

lim limsupelog P( sup |U%(¢)] >0) < limsupelogP( sup |X°(t)| > Ry)
R—o0 e—0 —1<t<m+1 e—0 —1<t<m+1
2

V{log (#_1(52) +C}

Par la Proposition 3.5 dans Salah-Eldin, A., Mohammed & Tusheng, Z [14], en
faisant tendre p vers 0, et puis R; vers l'infini, nous avons ([5.25)) pour m + 1.
O

Lemme 5.5. I(.) est une bonne fonctionnelle d’action sur B}f}g’w, i.e., pour tout
a >0, l'ensemble {f;I(f) < a} est compact.

Démonstration. Comme dans le lemme ([5.2)), nous pouvons montrer que

lim sup sup |Fi(g)(t) — F(g)(t)] = 0.

N=400 gie(g)<a —1<t<m

En particulier, ceci implique que F'(.) est continue sur ’ensemble {g;e(g) < a}.
Puisque e(.) est une bonne fonctionnelle d’action, alors I(.) est aussi une bonne
fonctionnelle d’action. ]

Preuve du théoréme 3.1. Pour R > 0, soit C' C B}'}S,w un sous-ensemble fermé et

posons Cr = CO{f; || f lamw< R}. Notons par C% le voisinage d’ordre § de Cg
et soit uf la loi de X%. Nous avons

pe(C) < pe(Cry) + P( sup | X5(t) [> Ry)

—1<t<m

<l (Cr) + P( sup | X°(t) — X5(t) [> 0)
—1<t<m

+ P swp | XA |5 Ry)

—1<t<m
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En utilisant le principe de grande déviation pour {uf, e > 0} nous avons

limsupelogu.(C) < (— inf IR(f))\/(linLiglfsP( sup | X°(t) |> Ry))

e—0 fecy, —1<t<m
V' (limsupeP( sup | X°(t) — Xi(¢) |> 9).
e=0 —1<t<m

Faisons tendre R vers 'infini, nous avons

limsupelog u.(C) < (= inf I(f))V (hmﬂigﬂeP( sup | X°(t) |> Ry))

e—0 feC;;1 —1<t<m

Encore par la proposition 3.5 dans Salah-Eldin, A., Mohammed & Tusheng, 7
[14], en faisant tendre p vers 0, et puis R; vers oo, on a

. < _ :
lim sup € log . (C) < }Ielgf(f),

e—0

ainsi, on a la majoration pour les fermés.
Soit G un sous-ensemble ouvert de B}@’Sw. Soit § > 0 et fixons ¢y € G tel que

B(¢o,0) ={f; || f — @0 s w< 6} CG. Puis

—Ir(¢o) < liggglfgloguf(B(¢0’g))
< (imjnf =log 1c(G))

. . € € 5
vV (11£r551fgp( sup | X°(t) — X5(t) |> 5)).

—1<t<m

Notons que Ig(¢o) = I(¢o) pour tout R >|| ¢o ||am.w- En faisant tendre R vers
I’infini, nous avons

— I(¢o) < lirriiglfelog p=(G). (5.31)
Comme ¢, est arbitraire, il s’ensuit que
. < Tim
}Ielg I(f) < lugn_gglf elog p(G), (5.32)

ainsi, on a la minoration pour les ouverts.
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