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Abstract : In this paper, we develop a large deviations principle for stochastic
system with memory equations driven by small multiplicative white noise in
Besov-Orlicz space.
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Résumé : Dans cet article, nous étudions un principe de grandes déviations
concernant les équations différentielles stochastiques avec retard dans l’espace
de Besov-Orlicz.

Mots Clés : principe de grandes déviations, équation différentielle stochastique
avec retard, espace de Besov-Orlicz .

Introduction
Au cours des dernières années, de nombreux résultats ont été obtenus sur le

mouvement brownien et le processus de diffusion dans les espaces de trajectoire
avec des topologies plus fortes que celles de l’uniforme habituelle. Le principe des
grandes déviations de Freidlin-Wentzel [8] a été développé dans les espaces de
Hölder pour le mouvement brownien dans Baldi, P., Ben Arous, G. & Kerkya-
charian, G. [1] et pour les processus de diffusion dans Ben Arous, G. & Ledoux,
M. [3]. Plus tard, une extension dans les espaces de Besov a été envisagée dans
Eddahbi, M., Nzi, M. & Oukinine, Y. [7], Lakhel, E. H. [9] et Roynette [13]. Dans
cet article, nous démontrons qu’on peut étendre les résultats de Mellouk, M.[10],
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6 PGD pour l’EDS avec retard sur l’espace de Besov-Orlicz

Sallah-Edlin, A., Mohammed & Tusheng, Z. [14] et Randriamanirisoa S.H.& Ra-
beherimanana T.J.(pour le cas Y=Z=0) [12] à la topologie de l’espace de Besov-
Orlicz.

Soit W = {Wt, t ≥ 0} un (Ω,F ,Ft, P ) mouvement brownien standard à
valeurs dans Rk où Ω = C([0,m],Rk) est l’espace des fonctions continues de
[0, 1] dans Rk muni de la topologie de la convergence uniforme définie par la
norme uniforme ‖ f ‖∞= sup

t∈[0,m]
|f(t)| et posons H([0, 1],Rk) son sous-espace

de Cameron-Martin constitué des fonctions h absolument continues satisfaisant
h(0) = 0 et

∫ m

0
| ˙h(s)|2ds <∞

(
ḣ(t) = dh

dt

)
. Pour h ∈ H([0,m],Rk), nous posons

‖ h ‖H= (
∫ m

0
|ḣ(s)|2ds)1/2.

Soient, b = (b1, ..., bd) : R+ × Rd × Rd → Rd et
σ = (σij)i=1,...,d,j=1,...,l : R+ × Rd × Rd → Rd ⊗ Rl des fonctions Boréliennes
mesurables.

Soit τ > 0 fixé un délai et ϕ une fonction continue sur [−τ, 0].
Considérons l’équation différentielle avec retard définie par :

dXt = b(t,Xt, Xt−τ )dt si t ∈ (0,∞)

Xt = ϕ(t) si t ∈ [−τ, 0]
(0.1)

et l’équation différentielle stochastique perturbée avec délai associée{
dXt = b(t,Xt, Xt−τ )dt+

√
εσ(t,Xt, Xt−τ )dWt si t ∈ (0,∞)

Xt = ϕ(t) si t ∈ [−τ, 0]
(0.2)

Le reste de l’article se présente comme suit. Dans la section 1, nous introdui-
sons quelques notions et rappelons quelques résultats sur les espaces de Besov-
Orlicz. Dans la section 2, nous donnons quelques définitions et des résultats gé-
néraux. La section 3 contient le principal résultat de ce travail. La section 4 et 5
seront consacrées à la preuve du résultat principal.
Dans toute la suite, nous supposerons que le retard τ = 1 et que les constantes
peuvent varier d’une ligne à une autre.

1-Préliminaire et Notations
Nous rappelons en premier lieu des notions de base pour les espaces de Besov-

Orlicz.
SoitB0

M2,wα l’espace de Besov-Orlicz séparable des fonctions continues g : [0,m]→
Rl avec g(0) = 0.
Soit Bϕ

M2,wα l’ensemble de l’espace de Besov-Orlicz de toutes les fonctions conti-
nues f : [−1,m]→ Rd telle que f(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−1, 0].
Soit I = [0,m] et notons Lp(I) l’espace de Lebesgue des fonctions intégrables sur
Rd, (1 ≤ p <∞).
Soit AM2 l’espace d’Orlicz sur I correspondant à la fonction de Young M2(x) =
exp(x2)− 1 muni de la norme

‖ f ‖∗= inf{τ > 0, 1
τ

[1 +
∫ m

0
M2(τ |f(t)|)dt]}.
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Pour quelques détails sur l’espace d’Orlicz, voir Cieleski, Z., Kerkyacharian, G. &
Roynette, B. [4]. Dans cet article, nous utilisons la norme équivalente dans AM2

suivante

‖ f ‖M2= sup
p≥m

‖ f ‖p√
p
.

Pour la preuve de l’équivalence entre ‖ f ‖M2 et ‖ f ‖∗, on peut consulter Cieleski,
Z., Kerkyacharian, G. & Roynette, B. [4].
Notons que pour p0 ≥ m

‖ f ‖M2= sup
p≥p0

‖ f ‖p√
p
.

Pour f ∈ Lp(I), m ≤ p <∞, considérons le module de continuité pour la norme
dans Lp(I)

wp(f, t) := sup
0≤h≤t≤m

‖ ∆hf ‖p,

avec
∆hf(x) = 1[0,1−h](x)(f(x+ h)− f(x)),∀h ∈ [0, 1].

Le module de continuité pour la norme d’Orlicz est défini par

wM2(f, t) = sup
0≤h≤t≤m

‖ ∆hf ‖M2 .

Soit Bϕ
M2,wα l’espace de Besov-Orlicz des fonctions continues f : [−1,m] → Rd

telles que ‖ f ‖M2,wα<∞. Pour tout α > 0, on pose

‖ f ‖M2,wα,=‖ f ‖M2 + sup
0≤t≤m

wM2(f, t)
wα,λ(t)

où wα,λ(t) = tα(1 + log 1
t
)λ,∀α > 0.

Nous ferons usage de l’équivalent de Cieleski, Z., Kerkyacharian, G. & Roy-
nette, B. [4]. Soit χ1, χj,k, j = 0, 1..., k = 1...2j, suppχj,k = [(k − 1)/2j, k/2j],
l’ensemble des fonctions de Haar sur l’intervalle [0, 1], et soit ϕ0(t) = 1, ϕ1(t) =
t, ϕj,k(t) =

∫ t

0
χj,k(s)ds l’ensemble des fonctions de Schauder. Pour toute fonc-

tion continue f : [0, 1]→ Rd , soit {An(f), n ≥ 0} son développement en série de
Schauder donné par

f(t) = A0(f)ϕ0(t) + A1(f)ϕ1(t) +
2j+1∑

n=2j+1

∑
j,k

An(f)ϕj,k(t)

où A0(f) = f(0), A1(f) = f(1)− f(0) et

An(f) = 22
j
2
[(
f(2k − 1

2j+1

)
− 1

2
(
f
( 2k

2j+1

)
+ f

(2k − 2
2j+1

))]
.

Soit Bϕ,0
M2,wα le sous-espace de Bϕ

M2,wα , qui est un espace de Banach séparable cor-
respondant à la fonction f ∈ Bϕ

M2,wα telle que ‖ f ‖p= o(√p) quand p → ∞,

wp(f, t) = o(√pw(t)) quand 1
p
∧ t→ 0.
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Théorème 1.1. 1) Soit p0 ≥ 0, f ∈ Bϕ,0
M2,wα ssi

max
{
|A0(f)|, |A1(f)|, sup

j≥0
sup
p≥p0

2−
j
p

p
1
2 (1 + j) 1

2

[ 2j+1∑
n=2j+1

|An(f)|p
]1/p}

<∞.

(1.1)
2) f ∈ Bϕ,0

M2,wα ssi

lim
j∨p→∞

2−
j
p

p
1
2 (1 + j) 1

2

[ 2j+1∑
n=2j+1

|An(f)|p
]1/p}

= 0. (1.2)

Considérons les normes suivantes qui sont cruciales dans la preuve de nos
résultats :

‖ f ‖∗∗= sup
0≤s<t≤1

|f(t)− f(s)|
w(t− s)

celle-ci est dominée par la norme

‖ f ‖∗= max
(
|f(1)|, sup

j≥0
sup

2j+1≤n ≤2j+1

|An(f)|√
1 + j

)
.

Il est facile de voir qu’il existe D1 > 0 et D2 > 0 tels que ‖ f ‖M2,w≤ D1 ‖ f ‖∗∗≤
D2 ‖ f ‖∗.

2-Définitions et Résultats généraux
Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et résultats.

Définition 2.1. Une fonction I : E −→ [0; +∞] est dite une fonctionnelle d’ac-
tion si elle est semi-continue inférieurement (s.c.i) i.e. ∀fn → f , alors I(f) ≤
lim

n→+∞
inf I(fn). De plus, si pour chaque a < ∞, Γa = {x ∈ E, I(x) ≤ a} est

compact, alors I est une bonne fonctionnelle d’action.

Définition 2.2. Pour une fonction I, la famille de probabilité {P ε}ε>0 satisfait
le PGD avec la bonne fonctionnelle d’action I si on a :

i) Pour tout ouvert O de E

lim inf
ε−→0

ε logPε(O) ≥ −I(O)

ii) Pour tout fermé F de E

lim sup
ε−→0

ε logPε(F ) ≤ −I(F ).

Notons par H l’espace de Cameron-Martin, c’est-à-dire

H = {h(t) =
∫ t

0
ḣ(s)ds : [0,m]→ Rl :

∫ m

0
|ḣ(s)|2ds <∞}
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Soit g ∈ Bϕ,0
M2,w est absolument continue, g : [0,m]→ Rl avec

e(g) =


1
2

∫ m

0
|ġ(s)|2ds si g ∈ H

+∞ sinon .

Mellouk, M. & Millet, A. [11] ont prouvé le théorème de Schilder suivant

Théorème 2.3. Soit P ε la loi de εW sur Bϕ,0
M2,wα muni de la norme ‖‖M2,wα,

alors P ε satisfait le PGD avec la bonne fonctionnelle d’action I(.) définie par
I(g) = 1

2 ‖ g ‖
2
H.

Théorème 2.4. [7] Il existe une constante K = Kl telle que pour tout λ > 0 et
tout µ > 0 avec λ > 4lµ et λ > 2

√
ln 2, on a

P [‖ W ‖∗∗≥ λ, ‖ W ‖≤ µ] ≤ K max(1, l( λ

4lµ)2) exp(−λ
2

K
ln( λ

4lµ)).

Théorème 2.5. Soit Qε la famille de mesure de probabilités sur un espace Po-
lonais E satisfaisant le PGD avec comme bonne fonctionnelle d’action λ et soit
F : E → E ′ une fonction continue. Notons par Qε = P ε ◦ F−1 la famille de
mesure image de P ε, alors {Qε} satisfait le PGD avec la bonne fonctionnelle
d’action λ̃ définie par

λ̃(y) = inf
x:f(x)=y

λ(x).

3-Résultats principaux

Soit x0 ∈ Rd et considérons l’équation différentielle stochastique perturbée
avec délai définie par

Xt = x0 +
∫ t

0
b(s,Xs, Xs−1)ds+

√
ε
∫ t

0
σ(s,Xs, Xs−1)dWs (3.1)

où B est un mouvement brownien standard à valeurs dans Rk. Nous supposons
aussi que les coefficients σ, b satisfont les conditions suivantes :
(H0) Soient, b = (b1, ..., bd) : R+ × Rd × Rd → Rd et

σ = (σij)i=1,...,d,j=1,...,l : R+ × Rd × Rd → Rd ⊗ Rl des fonctions Boréliennes
mesurables

(H1) La fonction b(., x, x̃) est conjointement mesurable en (x, x̃) et il existe une
constante C > 0 tel que

‖ b(., x, x̃) ‖≤ C(1 + |x|) pour tous (x, x̃) ∈ Rd × Rd

(H2) La fonction σ(., x, x̃) est conjointement mesurable en (x, x̃) et il existe une
constante C > 0 tel que

‖ σ(., x, x̃) ‖≤ C(1 + |x|) pour tous (x, x̃) ∈ Rd × Rd
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(H3) Les fonctions b, σ sont Lipschitziennes i.e. il existe des constantes C1, C2
telles que pour tous x1, x̃1, x2, x̃2 ∈ Rd, et t ∈ [0,∞)

‖ b(t, x1, x̃1)− b(t, x2, x̃2) ‖Rd≤ C1(|x1 − x2|+ |x̃1 − x̃2|)

‖ σ(t, x1, x̃1)− σ(t, x2, x̃2) ‖Rd⊗Rl≤ C1(|x1 − x2|+ |x̃1 − x̃2|)

(H4)
lim
s→t

sup
x,x̃∈Rd

|b(s, x, x̃)− b(t, x, x̃)| = 0

lim
s→t

sup
x,x̃∈Rd

|σ(s, x, x̃)− σ(t, x, x̃)| = 0

Sous ces hypothèses, l’équation (3.1) admet une solution unique X = (Xt, t ∈ I)
qui est (Ft)t∈[0,m]-mesurable.
Pour h ∈ H, définissons le squelette

Gt(h) = G0(h) +
∫ t

0
b(s,Gs(h), Gs−1(h))ds+

∫ t

0
σ(s,Gs(h), Gs−1(h))ḣsds,

t ∈ [0,∞).
Définissons Ĩ : Bϕ,0

M2,w → [0,∞] par

Ĩ(h̃) = inf{1
2

∫ m

0
|ḣs|2ds;h ∈ H tel que G(h) = h̃}. (3.2)

Théorème 3.1. Supposons que l’ensemble des conditions (H0)− (H1)− (H2)−
(H3) soit vérifié. Soit µε la loi de Xε solution de (0.2) sur Bϕ,0

M2,w avec la norme
‖ . ‖M2,w. Alors, la famille µε satisfait le principe de Grandes Déviations avec la
bonne fonctionnelle d’action Ĩ(h̃) définie dans (3.2).

4-Régularité de la solution dans l’espace de Besov-
Orlicz

Il est clair que le processus {
∫ t

0
b(s,Xs, Xs−1)ds, t ∈ I} appartient presque sû-

rement àBϕ,0
M2,w. Alors, il reste à montrer que le processus {

∫ t

0
σ(s,Xs, Xs−1)dWs, t ∈

I} satisfait (1.1) et (1.2). Nous allons prouver le résultat dans le cas k = d = 1.
Posons

Yt =
∫ t

0
σ(s,Xs, Xs−1)dWs.

Montrons que pour certains p0, nous avons pour tout α <
1
2

sup
j≥0

sup
p≥p0

2−
j
p

p
1
2 (1 + j)α

[ 2j+1∑
n=2j+1

|An(Y.)|p
]1/p

<∞ p.s. (4.1)

lim
j∨p→∞

2−
j
p

p
1
2 (1 + j) 1

2

[ 2j+1∑
n=2j+1

|An(f)|p
]1/p}

= 0. (4.2)
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Pour montrer la relation (4.1), soit λ > 0, en utilisant l’inégalité de Chebychev,
nous avons

P
( 2−

j
p

p
1
2 (1 + j)α

[ 2j+1∑
n=2j+1

|An(Y.)|p
]1/p

> λ
)
≤ λ−p2−j√

p
2(1 + j)αp

( 2j+1∑
n=2j+1

|An(Y.)|p
)

|An(Y.)| est dominé par les termes de la forme

A := |
∫ 1

0
f 2k−1

2j+1 ,
2k

2j+1 (s)dWs|, et B := |
∫ 1

0
f 2k−2

2j+1 ,
2k−1
2j+1 (s)dWs|,

où

fr,t(s) = 1r<s≤tσ(t,Xs, Xs−1) + 1s≤r≤t[σ(t,Xs, Xs−1)− σ(r,Xs, Xs−1)].

Pour p ≥ 2, en appliquant l’inégalité de Barlow-Yor [2], pour A et B, alors il
existe une constante Cp telle que

E|An(Y.)|p ≤ CMpp
p
2 .

Par conséquent

P
( 2−

j
p

p
1
2 (1 + j)α

[ 2j+1∑
n=2j+1

|An(Y.)|p
]1/p

> λ
)
≤ λ−p2−j√

p
2(1 + j)αp

( 2j+1∑
n=2j+1

E|An(Y.)|p
)

≤
(C
λ

)p 1
(1 + j)pα .

Choisissons p0 ≥
1
α

et λ assez-grand, la série

∑
j≥0

∑
p≥p0

(C
λ

)p 1
(1 + j)pα

converge.
Pour prouver (4.2), remarquons que comme ci-dessus, |An(Y.)| est dominé par les
termes de la forme A et B, alors les inégalités exponentielles donnent l’existence
de constantes positives K1 et K2 telles que pour tout λ > 0 assez-grand,

P
( 1√

1 + j
sup
n
|An(Y.)| > λ

)
≤ K1 exp −λ

2(1 + j)
K2M2 .

Donc, par le lemme de Borel-Cantelli

sup
j≥1

1√
1 + j

sup
n
|An(Y.)| <∞ p.s.

Or

2−
j
p

[ 2j+1∑
n=2j+1

|An(Y.)|p
]1/p
≤ sup

n
|An(Y.)|.

Ainsi

sup
j≥1

2−
j
p

p
1
2 (1 + j) 1

2

[ 2j+1∑
n=2j+1

|An(Y.)|p
]1/p
≤ 1
p

1
2

sup
j≥1

sup
n
|An(Y.)|.

D’où le résultat.
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5-Preuve du Théorème 3.1
Pour ε > 0, N ≥ 1, l’ensemble tN = [Nt]/N ([y] est la partie entière de y).

Soit Xε = {Xε(t), 0 ≤ t ≤ 1} la solution de (0.2) et Xε
N = {Xε

N(t), 0 ≤ t ≤ 1} la
solution de l’équation différentielle stochastique

dXε
N(t) = b(t,Xε

N(t), Xε
N(t− 1))dt+

√
εσ(tN , Xε

N(tN), Xε
N(tN − 1)))dWt (5.1)

Cas où b et σ sont bornés
Définissons la fonction

FN(.) : Bϕ
M2,wα → Bϕ,0

M2,wα



FN(w)(t) = ψ(t) si − 1 ≤ t ≤ 0
FN(w)(t) = FN(w)( k

N
)

+
∫ t

k
N

b(s, FN(w)(s), FN(w)(s− 1)ds

+σ( k
N
, FN(w)( k

N
), FN(w)( k

N
− 1))(w(t)− w( k

N
)) pour k

N
≤ t ≤ k + 1

N
.

Pour g ∈ H avec e(g) ≤ a

FN(g)(t) = FN(g)(0)
+
∫ t

0
b(s, FN(g)(s), FN(g)(s− 1)ds

+
∫ t

0
σ(sN , FN(sN), FN(g)(sN − 1))ġsds pour t ∈ [0,∞)

FN(g)(t) = ψ(t) si − 1 ≤ t ≤ 0.

Notons que Xε
N(s) = FN(

√
εW )(s) où W est un mouvement brownien standard.

Définissons IN(f) = inf{1
2e(g);FN(g) = f} pour chaque f ∈ Bϕ,0

M2,w

Lemme 5.1. Pour tout a > 0, la fonction g → FN(g) est continue sur {‖ g ‖H≤
a} dans Bϕ,0

M2,w avec la norme ‖ . ‖M2,w.

Démonstration. Pour t ∈ [0, 1], soient g1, g2 ∈ H tel que ‖ g1 ‖H ∨ ‖ g2 ‖H≤ a,
on a :

ΨN(t) =
∫ t

0

{
σ
(
sN , F

(1)
N (g1)(sN), F (1)

N (g1)(sN − 1)
)

− σ
(
sN , F

(2)
N (g2)(sN), F (2)

N (g2)(sN − 1)
)}
× ġ2(s)ds

+
∫ t

0

{
σ
(
sN , F

(1)
N (g1)(sN), F (1)

N (g1)(sN − 1)
)}
×
{

[ġ1(s)− ġ2(s)]ds
}

+
∫ t

0

{
b
(
s, F

(1)
N (g1)(s), F (1)

N (g1)(s− 1)
)
− b

(
s, F

(2)
N (g2)(s), F (2)

N (g2)(s− 1)
)}
ds.

Nous avons

‖ ΨN(t) ‖M2,w≤‖ V1 ‖M2,w + ‖ V2 ‖M2,w + ‖ V3 ‖M2,w .
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Posons

T1(t) =
∫ t

0

{
σ
(
sN , FN(g1)(sN), FN(g1)(sN − 1)

)
− σ

(
sN , FN(g2)(sN), FN(g2)(sN − 1)

)}
× ġ2(s)ds

T2(t) =
∫ t

0

{
σ
(
sN , FN(g1)(sN), FN(g1)(sN − 1)

)}
×

{
[ġ1(s)− ġ2(s)]

}
ds

T3(t) =
∫ t

0

{
b
(
s, FN(g1)(s), FN(g1)(s− 1)

)
− b

(
s, FN(g2)(s), FN(g2)(s− 1)

)}
ds.

T3 est un cas particulier de T1 si nous remplaçons σ par b dans T1 et ġ1 par 1, il
suffit de prouver que T1, T3 tendent vers zéro.

V1 =‖ T1 ‖M2 + sup
−1≤t≤1

wM2(T1, t)
w(t)

Le condition de Lipschitz sur σ implique que

‖ T1 ‖M2≤ C ‖ FN(g1)− Fn(g2) ‖‖ g2 ‖H .

Pour le dernier terme, rappelons que

wp(T1, t) = sup
|h|≤t
‖ ∆hT1 ‖p .

Donc

‖ ∆hT1 ‖p= (
∫
Ih

|T1(t+ h)− T1(t)|pdt)
1
p , où Ih = {t ∈ I, t+ h ∈ I}

|T1(t+ h)− T1(t)| ≤ |
∫ t+h

t

{
σ
(
sN , FN(g1)(sN), FN(g1)(sN − 1)

)
− σ

(
sN , FN(g2)(sN), FN(g2)(sN − 1)

)}
ġ2(s)ds|

≤ 2C ‖ FN(g1)− FN(g2) ‖‖ g2 ‖H |h|.

Ainsi

wp(T1, t) = sup
|h|≤t
‖ ∆hT1 ‖p≤ C ‖ FN(g1)− FN(g2) ‖‖ g2 ‖H |t|.

Ceci implique que

sup
t∈[0,1]

wM2(T1, t)
w(t) ≤ 2C ‖ FN(g1)− FN(g2) ‖‖ g2 ‖H

|t|√
t(1 + log 1

t
)

≤ K ‖ FN(g1)− FN(g2) ‖
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D’où
‖ T1 ‖M2,w≤ C0 ‖ FN(g1)− FN(g2) ‖ (5.2)

Pour compléter la preuve de la proposition, il reste à prouver que T2 tende vers
zéro quand ‖ g1 − g2 ‖M2,w→ 0. On a :

T2(t) ≤ ‖
∫ t

0

{
[ġ1(s)− ġ2(s)]dσ

(
sN , FN(g1)(sN), FN(g1)(sN − 1)

)}
‖M2,w

+ ‖
{
σ
(
sN , FN(g1)(sN), FN(g1)(sN − 1)

)}{
[g1(s)− g2(s)]

}
‖M2,w

≤ ‖ g1 − g2 ‖‖
∫ t

0
d|σ

(
sN , FN(g1)(sN), FN(g1)(sN − 1)

)
| ‖M2,w

+ C ‖ g1 − g2 ‖M2,w

où |σ
(
sN , FN(g1)(sN), FN(g1)(sN − 1)

)
| désigne la variation de

σ
(
sN , FN(g1)(sN), FN(g1)(sN − 1)

)
sur [0, s].

Ainsi
‖ T2 ‖M2,w≤ C ‖ g1 − g2 ‖M2,w . (5.3)

Combinons maintenant (5.2) et (5.3) nous avons

‖ FN(g1)− FN(g2) ‖M2,w≤ C1 ‖ FN(g1)− FN(g2) ‖ +C ‖ g1 − g2 ‖M2,w,

en vertu de la continuité par rapport à la norme uniforme de la fonction g ∈ H →
FN(g), (Voir Mellouk [10]) la preuve est complète.

Lemme 5.2. lim
N→+∞

sup
g;e(g)≤a

sup
−1≤t≤m

|FN(g)(t)− F (g)(t)| = 0.

Démonstration. Pour g ∈ H avec ‖ g ‖H≤ a, on a

|F (g)(t)− F (g)(sN)| ≤
∫ t

sN

|b(s, F (g)(s), F (g)(s− 1))|ds

+
∫ t

sN

|σ(sN , F (g)(sN), F (g)(sN − 1)||ġ|(s)ds

Par la condition de croissance linéaire sur b et σ, nous avons

|F (g)(t)| ≤ |ψ(0)|+ C
∫ t

0
(1 + 2 sup

−1≤u≤s
|F (g)(u)|)ds

+ C
∫ t

0
(1 + 2 sup

−1≤u≤s
|F (g)(u)|)|ġ|(s)ds

Le Lemme de Gronwall implique que

sup
−1≤u≤m

|F (g)(u)| ≤ C exp(2m+ a) = Ca (5.4)

(5.4) et l’inégalité de Cauchy-Schwartz impliquent que

|F (g)(t)− F (g)(sN)| ≤ C̃aCa(
1
N

) 1
2 → 0 quand N tend vers +∞
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uniformément sur l’ensemble {g; ‖ g ‖H≤ a}. Ainsi

|FN(g)(t)− F (g)(t)| ≤ C
{ ∫ t

0
|FN(g)(s)− F (g)(s)|ds+

∫ t

0
|FN(g)(s− 1)−

F (g)(s− 1)|ds+
∫ t

0
sup
x,x̃
|σ(sN , x, x̃)− σ(s, x, x̃)

|ġ|(s)ds+ C
∫ t

0
|FN(g)(s)− F (g)(s)||ġ|(s)ds+

C
∫ t

0
|FN(g)(s− 1)− F (g)(s− 1)||ġ|(s)ds

}
+C

∫ t

0
|F (g)(s)− F (g)(sN)||ġ|(s)ds

+C
∫ t

0
|F (g)(s− 1)− F (g)(sN − 1)||ġ|(s)ds

≤ Ca
[ 1√

N
+ sup

s
sup
x,x̃
|σ(sN , x, x̃)− σ(s, x, x̃)|2

]
+ 2

∫ t

0
sup
−1≤u≤s

‖ FN(g)(u)− F (g)(u) ‖ ds

+ 2
∫ t

0
sup
−1≤u≤s

‖ FN(g)(u)− F (g)(u) ‖ |ġ|(s)ds

Cela donne

‖ FN(g)(t)− F (g)(t) ‖≤ C̄Ca
[ 1√

N
+ sup

s
sup
x,x̃
|σ(sN , x, x̃)− σ(s, x, x̃)|2

]
Par conséquent

lim
N→∞

sup
‖g‖H≤a

‖ FN(g)(.)− F (g)(.) ‖∞= 0. (5.5)

Ensuite

‖ FN(g)(t)− F (g)(t) ‖∗∗ ≤ Ka

[ 1√
N

+ sup
s

sup
x,x̃
|σ(sN , x, x̃)− σ(s, x, x̃)|2

]
+

C sup
0≤u<v≤1

∫ v

u

(1 + |ġ|(s))|FN(g)(s)− F (g)(s)|ds
w(|v − u|)

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz

‖ FN(g)(t)− F (g)(t) ‖∗∗ ≤ Ka

[ 1√
N

+ sup
s

sup
x,x̃
|σ(sN , x, x̃)− σ(s, x, x̃)|2

]
+

2C(1+ ‖ g ‖H) ‖ FN(g)− F (g) ‖∞ sup
0≤u<v≤1

√
v − u

w(|v − u|)

Nous prouvons que {Xε
N , ε > 0} définie par (5.1) est une bonne approximation

exponentielle de {Xε, ε > 0} définie par

Xε(t) = Xε(0) +
∫ t

0
b(s,Xε(s), Xε(s− 1))ds+

√
ε
∫ t

0
σ(s,Xε(s), Xε(s− 1))dWs

(5.6)
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Lemme 5.3. Supposons les conditions H3 et H4 vérifiées, et supposons aussi que
σ, b sont bornées, puis pour m ≥ 1, δ > 0,alors

lim
N→∞

lim sup
ε→0

ε logP ( sup
−1≤t≤m

|Xε(t)−Xε
N(t)|) = −∞ (5.7)

Démonstration. Puisque le coefficient de dérive b n’est pas forcément borné, pour
prouver (5.7), introduisons quelques résultats auxiliaires. Pour N ≥ 1, par le
théorème (2.3),

lim sup
ε→0

εP
(

sup
1≤k≤N

|
√
ε(Wk/N −W(k−1)/N)| ≥ N

)
≤ lim sup

ε→0
ε lnP (‖

√
εW ‖M2,w≥ N)

≤ − inf{1
2 ‖ h ‖

2
H; ‖ h ‖M2,w≥ N}

≤ −1
2N

2. (5.8)

En effet, si h ∈ H([0, 1],Rd) satisfait ‖ h ‖M2,w≥ N , l’inégalité de Cauchy-
Schwartz implique que ‖ h ‖H≥ N .
Définissons l’ensemble

Γε = { sup
1≤k≤N

|
√
ε(Wk/N −W(k−1)/N)| ≤ N}

⋂
{‖
√
εW ‖M2,w≤ N}, (5.9)

par (5.8)

lim sup
ε→0

εP
(

sup
1≤k≤N

|
√
ε(Wk/N −W(k−1)/N) ≥ N |

)
≤ −1

2N
2 (5.10)

lim
N→+∞

lim sup
ε→0

ε lnP (Γcε) = −∞. (5.11)

Pour prouver (5.7), soit Ψε
N(t) = Xε

N(t)−Xε(t) pour t ≥ 0. Puis

Ψε
N(t) =

∫ t

0
[b(s,Xε

N(s), Xε
N(s− 1))− b(s,Xε(s), Xε(s− 1))]ds

+
√
ε
∫ t

0
[σ(sN , Xε

N(sN), Xε
N(sN − 1))− σ(s,Xε(s), Xε(s− 1))]dWs (5.12)

Pour ρ > 0, définissons

τ εN,ρ := inf{t ≥ 0; |Xε
N(t)−Xε

N(tN)| ≥ ρ

N
}, (5.13)

Ψε
N,ρ(t) := Ψε

N(t ∧ τ εN,ρ),

υεN,ρ := inf{t ≥ 0, |Ψε
N,ρ(t)| ≥

δ

N
}

et
θεN,ρ(t) =

∫
Ω
{ ρ

2

N2 + |Ψε
N,ρ(t)|2}

1
εdP.
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Puis

P ( sup
0≤t≤1

|Ψε
N(t)| > δ

N
) = P ( sup

0≤t≤1
|Ψε

N(t)| > δ, τ εN,ρ ≤ 1)

+ P ( sup
0≤t≤1

|Ψε
N(t)| > δ, τ εN,ρ > 1)

≤ P (τ εN,ρ ≤ 1) + P (υεN,ρ ≤ 1)
Nous avons
P (τ εN,ρ ≤ 1) = P (τ εN,ρ ≤ 1,Γε) + P (τ εN,ρ ≤ 1,Γcε)

≤
N∑
k=1

P ( sup
k−1
N
≤t≤ k

N

|Xε
N(t)−Xε

N(k − 1
N

)| ≥ ρ

N
,Γε) + P (Γcε)

≤
N∑
k=1

P
[

sup
k−1
N
≤t≤ k

N

‖
∫ t

k−1
N

√
εσ(s,Xε(s), Xε(s− 1))dWs ‖∗∗≥

ρ

2N ,Γε
]

+ P (Γcε).
On a

‖
∫ t

k−1
N

√
εσ(s,Xε(s), Xε(s− 1))dWs ‖∗∗≤ 2C

√
ε ‖ W ‖∗∗ .

Par le théorème (2.4)

P
[

sup
k−1
N
≤t≤ k

N

‖
∫ t

k−1
N

√
εσ(s,Xε(s), Xε(s− 1))dWs ‖∗∗≥

ρ

2N ,Γε
]

≤ K max(1, ( ρ2

16N4C2εl
)) exp(− ρ2

16KN2C2ε
log( ρ

4N2C
√
εl

))

Etant donné r > 0, ρ > 0 et N suffisamment grand et on choisit
ρ2

16N2C2ε
log( ρ

4N2C
√
εl

) > Kr, alors

P
[

sup
k−1
N
≤t≤ k

N

‖
∫ t

k−1
N

√
εσ(s,Xε(s), Xε(s− 1))dWs ‖∗∗≥

ρ

2N ,Γε
]
≤ K exp(−r

ε
)

(5.14)
(5.11) et (5.14) impliquent alors que

lim
N→+∞

lim sup
ε→0

εP (P (τ εN,ρ ≤ 1)) = −∞ (5.15)

Pour 0 < ε <
1
2 , définissons fε,ρ(y) = ( ρ

2

N2 + |y|2)1/ε, y ∈ Rd. Par la formule d’Itô

MN,ρ
t := fε,ρ(Ψε

N,ρ(t))−
∫ t∧τεN,ρ

0
gρε,N(s)ds− ρ2/ε

N2/ε (5.16)

est une martingale avec valeur initiale zéro, où

gρε,N(t) = 2
ε

( ρ
2

N2 + |Ψ(t)|2) 1
ε
−1〈Ψε

N(t), b(t,Xε(s), Xε(t− 1))

− b(t,Xε
N(t), Xε

N(t− 1))〉+ 2
ε

(1
ε
− 1)ε( ρ

2

N2 + |Ψε
N(t)|2) 1

ε
−2 ×

|(σ(t,Xε(t), Xε(t− 1))− σ(tN , Xε
N(tN), Xε

N(tN − 1))Ψε
N(t)|2

+ ( ρ
2

N2 + |Ψε
N(t)|)1/ε−1|(σ(t,Xε(t), Xε(t− 1))

− σ(tN , Xε
N(tN), Xε

N(tN − 1))|2
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Pour 0 ≤ t ≤ τ εN,ρ, notons que Xε
N(u) = ψ(u) et Xε(u) = ψ(u) pour u ≤ 0, nous

voyons que

gρε,N(t) ≤ C

ε
fε,ρ(Ψε

N(t)) + {4(1
ε
− 1)( ρ

2

N2 + |Ψε
N(t)|2) 1

ε
−2 + 2(1

ε
− 1)( ρ

2

N2

+|Ψε
N(t)|2) 1

ε
−1} ×

{(
σ(t,Xε(t), Xε(t− 1))

−σ(tN , Xε(tN), Xε(tN − 1))
)2

+ |Ψε
N(t)|2 + |Xε

N(t)−Xε
N(tN)|2

+|ψ(t− 1)− ψ(tN − 1)|2
}

Par continuité uniforme, pour N ≥ N0 et 0 < ε <
1
2 , on a

|σ(t,Xε(t), σ(t,Xε(t− 1))− σ(tN , Xε(tN), Xε(tN − 1))| < ρ

N

et
|ψ(t− 1)− ψ(tN − 1)| < ρ

N
.

Ainsi pour N ≥ N0,

gρε,N(t) ≤ C(1
ε

+ 1 + 1
ε

)fε,ρ(Ψε
N(t))

≤ C

ε
fε,ρ(Ψε

N(t)).

Le théorème d’arrêt de Doob montre qu’il existe une constante K <∞, indépen-
dante de N, ε, ρ et N0, tel que, pour N ≥ N0,

θεN,ρ(t) ≤
ρ2/ε

N2/ε + K

ε

∫ t

0
θεN,ρ(s)ds, t ∈ [0, 1]

(voir par exemple, Deuschel & Stroock [6], p. 30). Par conséquent, pour N ≥ N0,

θεN,ρ(1) ≤ exp{1
ε

(K + 2lnρ− lnN)}

donc, pour N ≥ 1

P (υεN,ρ ≤ 1) ≤
( N2

ρ2 + δ2

)1/ε
θεN,ρ(1).

D’où,
lim
ε→0

sup
N

lim
ε→0

sup ε logP (υεN,ρ ≤ 1) = −∞. (5.17)

En combinant (5.15) et (5.17), nous avons prouvé (5.7) pour m = 1. Supposons
maintenant (5.7) pour un entier m. Nous allons prouver que c’est aussi vrai pour
m+ 1. Soient Ψε

N , τ εN,ρ définis dans (5.12) et (5.13). En outre, introduisons deux
nouveaux temps d’arrêts :

τ 1,ε
N,ρ := inf{t ≥ 0; |Xε(t− 1)−Xε

N(t− 1)| ≥ ρ

N
}, (5.18)

τ 2,ε
N,ρ := inf{t ≥ 0; |Xε(t− 1)−Xε

N(tN − 1)| ≥ ρ

N
}, (5.19)



D.M RAKOTONIRINA et al 19

et définissons Φε
N,ρ(t) := Ψε

N(t∧ τ 1,ε
N,ρ∧ τ

2,ε
N,ρ∧ τ εN,ρ) et ῡεN,ρ := inf{t ≥ 0; |Φε

N,ρ(t)| ≥
δ

N1/4}. Puis

P ( sup
t≤m+1

|Ψε
N(t)| > δ

N
) ≤ P (τ 1,ε

N,ρ ∧ τ
2,ε
N,ρ ∧ τ εN,ρ ≤ m+ 1)

+P ( sup
t≤m+1

|Ψε
N(t)| > δ, τ 1,ε

N,ρ ∧ τ
2,ε
N,ρ ∧ τ εN,ρ > m+ 1)

≤ P (τ 1,ε
N,ρ ≤ m+ 1) + P (τ εN,ρ ∧ τ

2,ε
N,ρ ≤ m+ 1)

+P (ῡεN,ρ ≤ m+ 1).
Comme dans la preuve de (5.15)

lim
N→+∞

lim sup
ε→0

ε logP (τ εN,ρ ∧ τ
2,ε
N,ρ ≤ m+ 1) = −∞. (5.20)

Par l’hypothèse de récurrence
lim

N→+∞
lim sup

ε→0
ε logP

(
τ 1,ε
N,ρ ≤ m+ 1)

≤ lim
N→+∞

lim sup
ε→0

ε logP ( sup
−1≤t≤m

|Xε(t)−Xε
N(t)| > ρ

N

)
= −∞ (5.21)

En utilisant la formule d’Itô,

M̄N,ρ
t := fε,ρ(Φε

N,ρ(t))−
∫ t∧τεN,ρ∧τ

1,ε
N,ρ,∧τ

2,ε
N,ρ

0
gρε,N(s)ds− ρ2/ε

N2/ε (5.22)

est une martingale avec valeur initiale zéro, où

gρε,N(t) ≤ 2
ε

( ρ
2

N2 + |Ψ(t)|2) 1
ε
−1|Ψε

N(t)|(|Ψε
N(t)|+ |Xε(t− 1)−Xε

N(t− 1)|)

+{4(1
ε
− 1)( ρ

2

N2 + |Ψε
N(t)|2) 1

ε
−2 + 2(1

ε
− 1)(ρ2

+|Ψε
N(t)|2) 1

ε
−1} ×

{(
σ(t,Xε(t), Xε(t− 1))

−σ(tN , Xε(tN), Xε(tN − 1))
)2

+ |Ψε
N(t)|2 + |Xε

N(t)−Xε
N(tN)|2

+|Xε
N(t− 1)−Xε

N(tN − 1)|2 + |Xε(t− 1)−Xε
N(t− 1)|2

}
≤ 2

ε
( ρ

2

N2 + |Ψ(t)|2) 1
ε
−1|Ψε

N(t)|(|Ψε
N(t) + ρ

N
) + {4(1

ε
− 1)

×( ρ
2

N2 + |Ψ(t)|2) 1
ε
−2|Ψε

N(t)|2 + 2( ρ
2

N2 + |Ψ(t)|2) 1
ε
−1}

×(|Ψε
N(t)|2 + 4 ρ

2

N2 )

≤ C(1
ε

+ 1 + 1
ε

)fε,ρ(Ψε
N(t)))

≤ C

ε
fε,ρ(Ψε

N(t))

pour s ≤ τ εN,ρ∧ τ
1,ε
N,ρ∧ τ

2,ε
N,ρ∧ (m+ 1), et n suffisamment grand. En utilisant (5.20),

(5.21) et en suivant la preuve du cas m = 1, on voit que (5.7) est également vrai
pour m+ 1. Ceci complète la preuve du lemme

Preuve du théorème 3.1. Notons que Xε
N(t) = FN(

√
εW )(t) où W est un mouve-

ment Brownien. Le théorème se déduit du lemme (5.1), (5.2), (5.7) et du principe
de contraction (Théorème 4.2.23 [5]).
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Cas où b et σ ne sont pas bornés
Pour R > 0, définissons mR := sup{|b(t, x, x̃), |σ(t, x, x̃)|, t ∈ [0,m], |x| ≤

R, |x̃| ≤ R} et biR =:= (−mR−1)∨bi∧(mR+1), σRi,j =:= (−mR−1)∨σi,j∧(mR+1),
1 ≤ i, j ≤ d.
Posons bR := (bR1 , ..., bRd ) et σR := (σRi,j)1≤i,j≤d. Puis bR(t, x, x̃) = b(t, x, x̃), σR(t, x, x̃) =
σ(t, x, x̃) pour t ∈ [0,m], |x| ≤ R, |x̃| ≤ R. De plus bR, σR satisfont la condition
H3 avec la même constante de Lipschitz. Soit Xε

R(.) la solution deX
ε
R(t) = Xε

R(0) +
∫ t

0
bR(s,Xε

R(s), Xε
R(s− 1))ds+

√
ε
∫ t

0
σR(s,Xε

R(s), Xε(s− 1))dWs

Xε
R(t) = ψ(t), t ∈ [−1, 0]

(5.23)
Pour e(g) <∞ avec g ∈ H, soit FR(g) la solution de

FR(g)(t) = FR(g)(0)
+
∫ t

k
N

b(s, FR(g)(s), FR(g)(s− 1), r(s))ds

+σ(s, FR(g)(s), FR(g)(s− 1))ġsds pour t ∈ [0,∞)
Xε
t = ψ(t) si − 1 ≤ t ≤ 0.

Définissons IR(f) = inf{1
2e(g);FN(g) = f} pour chaque f ∈ Bϕ,0

M2,w.
Si sup
−1≤t≤m

| F (t) |≤ R, alors F (g) = FR(g). Conséquence,

I(f) = IR(f), pour tout f, avec sup
−1≤t≤m

| F (g)(t) |≤ R. (5.24)

Proposition 5.4. Fixons m ≥ 1. Pour δ > 0,
lim
R→∞

lim sup
ε→0

ε logP ( sup
−1≤t≤m

|Xε(t)−Xε
R(t)| > δ) = −∞ (5.25)

Démonstration. Nous raisonnons encore par récurrence. La preuve pour le cas
m = 1 est similaire à celle du lemme (5.7). Supposons que (5.25) est vraie pour
m. Nous allons prouver qu’il est également valable pour m+ 1.
Soit Ψε

R(t) := Xε(t)−Xε
R(t). Pour R1 > 0, définissons υεR1 := inf{t ≥ 0, |Xε(t)| ≥

R1}. Pour R > R1, on a

Ψε
R(t ∧ υεR1) =

∫ t∧υεR1

0
[bR(s,Xε(s), Xε(s− 1))− bR(s,Xε

R(s), Xε
R(s− 1))]ds

+
√
ε
∫ t∧υεR1

0
[σR(s,Xε(s), Xε(s− 1))− σR(s,Xε

R(s), Xε
R(s− 1))]dWs

Pour ρ > 0, définissons τ εR,ρ := inf{t ≥ 0; |Xε(t − 1) − Xε
R(t − 1)| ≥ ρ},

Ψε
R,ρ(t) := Ψε

R(t ∧ υεR1 ∧ τ
ε
R,ρ), υεR,ρ := inf{t ≥ 0, |Ψε

R,ρ(t)| ≥ δ} et θεR,ρ(t) =∫
Ω
{ρ2 + |Ψε

N,ρ(t)|2}
1
εdP . Puis

P ( sup
−1≤t≤m+1

|Ψε
R(t)| > δ) ≤ P (υεR1 ≤ m+ 1) + P (υεR,ρ ≤ m+ 1) + P (τ εR,ρ ≤ m+ 1)

≤ P (τ 1,ε
N,ρ ≤ m+ 1) + P (τ εN,ρ ∧ τ

2,ε
N,ρ ≤ m+ 1)

+P (ῡεN,ρ ≤ m+ 1)
≤ P ( sup

−1≤t≤m+1
|Xε(t)| > R1) (5.26)

+ P ( sup
−1≤t≤m+1

|Xε(t)−Xε
R(t)| > ρ) + P (υεR,ρ ≤ m+ 1)
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Par l’hypothèse de récurrence

lim
R→∞

lim sup
ε→0

ε logP ( sup
−1≤t≤m

|Xε(t)−Xε
R(t)| > δ) = −∞ (5.27)

Par la formule d’Itô

MR,ρ
t := fε,ρ(Φε

R,ρ(t))−
∫ t∧υεR1

∧τεR,ρ

0
gρε,R(s)ds− ρ2/ε (5.28)

est une martingale avec valeur initiale zéro, où comme dans la preuve du lemme
(5.7), pour s ≤ t ∧ υεR1 ∧ τ

ε
R,ρ,

gρε,R(t) ≤ C(1
ε

+ 1 + 1
ε

)fε,ρ(Ψε
R(t))

≤ C

ε
fε,ρ(Ψε

R(t)). (5.29)

Ceci implique que

lim
ε→0

sup ε logP (υεR,ρ ≤ 1) ≤ log
( ρ2

ρ2 + δ2

)
+ C (5.30)

Par conséquent, il résulte de (5.26), (5.27) et (5.29) que

lim
R→∞

lim sup
ε→0

ε logP ( sup
−1≤t≤m+1

|Ψε
R(t)| > δ) ≤ lim sup

ε→0
ε logP ( sup

−1≤t≤m+1
|Xε(t)| > R1)

∨{log
( ρ2

ρ2 + δ2

)
+ C}

Par la Proposition 3.5 dans Salah-Eldin, A., Mohammed & Tusheng, Z [14], en
faisant tendre ρ vers 0, et puis R1 vers l’infini, nous avons (5.25) pour m+ 1.

Lemme 5.5. I(.) est une bonne fonctionnelle d’action sur Bϕ,0
M2,w, i.e., pour tout

α ≥ 0, l’ensemble {f ; I(f) ≤ α} est compact.

Démonstration. Comme dans le lemme (5.2), nous pouvons montrer que

lim
N→+∞

sup
g;e(g)≤a

sup
−1≤t≤m

|FN(g)(t)− F (g)(t)| = 0.

En particulier, ceci implique que F (.) est continue sur l’ensemble {g; e(g) ≤ α}.
Puisque e(.) est une bonne fonctionnelle d’action, alors I(.) est aussi une bonne
fonctionnelle d’action.

Preuve du théorème 3.1. Pour R > 0, soit C ⊂ Bϕ,0
M2,w un sous-ensemble fermé et

posons CR = C ∩{f ; ‖ f ‖M2,w≤ R}. Notons par Cδ
R le voisinage d’ordre δ de CR

et soit µδR la loi de Xε
R. Nous avons

µε(C) ≤ µε(CR1) + P ( sup
−1≤t≤m

| Xε(t) |> R1)

≤ µRε (Cδ
R1) + P ( sup

−1≤t≤m
| Xε(t)−Xε

R(t) |> δ)

+ P ( sup
−1≤t≤m

| Xε(t) |> R1)
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En utilisant le principe de grande déviation pour {µRε , ε > 0} nous avons

lim sup
ε→0

ε log µε(C) ≤ (− inf
f∈CδR1

IR(f)) ∨ (lim inf
ε→0

εP ( sup
−1≤t≤m

| Xε(t) |> R1))

∨ (lim sup
ε→0

εP ( sup
−1≤t≤m

| Xε(t)−Xε
R(t) |> δ).

Faisons tendre R vers l’infini, nous avons

lim sup
ε→0

ε log µε(C) ≤ (− inf
f∈CδR1

I(f)) ∨ (lim inf
ε→0

εP ( sup
−1≤t≤m

| Xε(t) |> R1))

Encore par la proposition 3.5 dans Salah-Eldin, A., Mohammed & Tusheng, Z
[14], en faisant tendre ρ vers 0, et puis R1 vers ∞, on a

lim sup
ε→0

ε log µε(C) ≤ − inf
f∈C

I(f),

ainsi, on a la majoration pour les fermés.
Soit G un sous-ensemble ouvert de Bϕ,0

M2,w. Soit δ > 0 et fixons φ0 ∈ G tel que
B(φ0, δ) = {f ; ‖ f − φ0 ‖M2,w≤ δ} ⊂ G. Puis

−IR(φ0) ≤ lim inf
ε→0

ε log µRε (B(φ0,
δ

2))

≤ (lim inf
ε→0

ε log µε(G))

∨
(

lim inf
ε→0

εP ( sup
−1≤t≤m

| Xε(t)−Xε
R(t) |> δ

2)
)
.

Notons que IR(φ0) = I(φ0) pour tout R ≥‖ φ0 ‖M2,w. En faisant tendre R vers
l’infini, nous avons

− I(φ0) ≤ lim inf
ε→0

ε log µε(G). (5.31)

Comme φ0 est arbitraire, il s’ensuit que

− inf
f∈G

I(f) ≤ lim inf
ε→0

ε log µε(G), (5.32)

ainsi, on a la minoration pour les ouverts.
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