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Principe de grandes déviations des diffusions
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RESUME. Dans cet article, nous démontrons un principe de grandes
déviations pour les diffusions réfléchies perturbées en utilisant la tech-
nique d’Azencott en norme héldérienne.

MOTS CLES: Principe de grandes déviations, diffusions réfléchies per-

turbées, norme holdérienne.

ABSTRACT. This paper is devoted to prove a large deviations prin-
ciple for perturbed reflected diffusion processes using the method of
Azencott in holderian norm.

KEYWORDS: Large deviations principle, perturbed reflected diffu-
sion process, holderian norm.
1. Introduction

Dans [6], Bo et Zhang étudiaient le principe de grandes déviations associé
aux diffusions perturbées et aux diffusions réfléchies perturbées, solutions
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de (1.1) et (1.2) en norme uniforme habituelle

t t
x¢ :x+\@/ a(Xg)dBS+/ b(XS)ds + 8 sup X5, t€[0,1] (L1)
0 0

0<s<t
et .
T =y + \/5/ o(T5)dB, + B sup TS+ L5, te[0,1]  (1.2)
0 0<s<t
ou B €)0,1[, z € R, y € R sont déterministes, b,0 : R — R et a :
R, — R sont des fonctions lipschitziennes continues avec une constante
de Lipschitz L et bornées par M, {L;,t € [0, 1]} est un processus croissant

¢
continu avec L§ = 0 et /0 Lyre—oydLs = Li, t € [0,1].

Nous pensons a {Lj,t € [0,1]} comme étant le temps local de la semi-
martingale {TF,t € [0, 1]} au point zéro. { By, t € [0,1]} est un mouvement
brownien standard unidimesionnel sur un espace de probabilité complet
(Q, F,(Ft)t>0, P). Lexistence et l'unicité de solutions de (1.1) et (1.2)
sont prouvées dans Doney et Zhang [10].

Leur approche est basée sur la méthode d’Azencott [2] classique en
norme uniforme, voir aussi Priouret [14], Doss et Priouret [11] et Baldi et
Caramellino [3] en tenant compte des termes perturbés 3 supgcgc; Xg et

13
Bsupgesct Ts -

1
Le but de cet article est de démontrer pour « €0, 5[ et 5 €]0,1] un
principe de grandes déviations pour la famille X¢ définie dans (1.1) (resp.
1
pour (a, 3) €]0, 5[2, T¢ définie dans (1.2)) lorsque C([0, 1], R), espace des

fonctions continues de [0,1] dans R est muni de la norme a-héldérienne
(resp. C([0,1], R"), espace des fonctions continues de [0,1] dans R4 est
muni de la norme a-hdldérienne) en s’inspirant de la méthode d’Azencott,
voir Ben Arous et Ledoux [4].

Pour 8 = 0, le principe de grandes déviations associé a (1.1) est étudié
dans Freidlin & Wentzell [12], Azencott [2], Priouret [14], Baldi & Caramellino
[3], Deuschel et Stroock [9], Stroock [16], Varadhan [17] et Dembo et
Zeitouni [8] en norme uniforme, Ledoux, Qian et Zhang [13] en théorie
des chemins rugueux®, Ben Arous et Ledoux [4] en norme holderienne,
tandis que celui de (1.2) est étudié dans Anderson et Orey [1] et Doss et
Priouret [11] en norme uniforme.

3en anglais rough paths
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Dans la section 1.1, nous donnons quelques définitions et des résultats
généraux. La section 2 est consacrée au PGD des diffusions perturbées,
tandis que dans la section 3 nous étudions le PGD des diffusions réfléchies
perturbées.

1.1. Définitions et résultats généraux

Si x est une fonction réelle continue sur [0, 1], s’annulant en 0, nous définis-
sons la suite (&, (z))m>1 par la formule

n(@) = (o) = 22 (20 () —al(5) —2(F5) ) (13)

pour n > 0 et k=1,...,2" Définissons
[z]| = sup |zl (1.4)
<t<
X xr
|zlla = sup e =] €]o,1] (1.5)

0<s#£t<1 [t — s|* 7

[l2llo = sup [m® 126 ()], o €)0; 1
mz

cf. Ben Arous et Gradinaru [5].
Nous avons aussi
2]l < fl#]la (1.6)

Pour « €]0, 1], les normes || . ||o et || . ||, sont équivalentes, cf. Ciesielski
[7].
Posons 7 = ([0,1],R) 'espace des fonctions absolument continues

1
satisfaisant h(0) = 0 et / | b (s)’ds < +o0 ( h(t) = d};gft)) Pour
0
h € 2, nous posons

\WW:(A”MﬂHQ% (1.7)

Rappelons deux lemmes, cf. Ben Arous et Ledoux [4].

Lemme 1.1. Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de « telle
que pour tout u > 0 et tout v >0

N 1 ua
P{||Blla Z u, || B|| < v} < C'max (1, (;) Xpl—g- 15

Va
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Lemme 1.2. [ existe une constante C > 0 ne dépendant que de « telle
que pour tout u > 0 et tout processus continu K sur [0,1],

P {H /0 K(s)dB(s)| > u|K] < 1} < Cexp <_C“2>

Soit E un espace topologique et .# sa tribu borélienne, et soit P.
une famille de mesures de probabilité sur (F,.#). Nous donnons d’abord
quelques définitions, cf. Dembo et Zeitouni [8], et Deuschel et Stroock [9]
par exemple.

Définition 1.3. Une fonction I : E — [0, +00] est dite une fonctionnelle
d’action si elle est semi-continue inférieurement (s.c.i.), c’est-a-dire quelque
soit la suite x,, tendant vers x, on a I(z) < liminf I(z,). De plus, si, pour
chaque a > 0, I'(a) = {x € E;I(x) < a} est compact, nous dirons que
est une bonne fonctionnelle d’action.

Pour tout A borélien E, nous posons
I(A)=inf I
(4) = inf I(z)
Définition 1.4. Nous dirons que la famille de mesures de probabilité

{P:}e>0 satisfait un principe de grandes déviations (PGD) pour une cer-
taine fonction I si on a

(i) I est une bonne fonctionnelle d’action.

(ii) Pour tout A borélien de E, on a

—I(A°) < lim iglff-:log Pf(A) <limsupelog P(A) < —I(A7),
e—

e—0

ou A° (resp.A™) désigne 'intérieur de A (resp. I'adhérence de A).

Rappelons aussi le théoréeme de Schilder classique, voir Schilder [15],
Stroock [16] par exemple.

Théoréme 1.5. La mesure de probabilité induite par /e W sur C([0,1],R),

muni de la norme uniforme || .|| satisfait un PGD avec la bonne fonction-
nelle d’action \(.) définie par
1.2 )
Any = { il sihert (1.8)
400 sinon
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Rappelons aussi I'inégalité exponentielle, voir [16].

¢ t
Lemme 1.6. Soit Z, :/ C(u)dB, +/ D(u)du un processus d’Ito, o
0<s<t<ooetC,D:[0,00[xQ2 — R sont des processus aléatoires
(Z1)e=0-progressivement mesurables. Si |C(.)] < My et |D(.)| < My, alors
pour T > s et R > 0 vérifiant R > My(T — s), nous avons

_ _ g)2
P (825T | Z| > R> < exp (— (7 2MA14(21(“T— s)) )> (1.9)

Un des outils de base en théorie des grandes déviations est le "principe
de contractions" ou "principe de transfert", voir Dembo et Zeitouni [8] par
exemple.

Soit P° une famille de mesure de probabilités sur un espace Polonais F
satisfaisant un PGD avec une fonctionnelle d’action I et soit F': B — E’
une fonction continue. Notons Q° = P? o F~! la famille de mesure image
de P¢ par F. Alors nous avons

Théoréme 1.7. La famille {Q°}.~o satisfait un PGD avec une bonne
fonctionnelle d’action J définie par

J = inf I(z
(v) P (z)

avec la convention: inf ¢ = +o0.

2. PGD pour les diffusions perturbées

Pour h € 5, notons ®*(h) 'unique solution de ’équation perurbée déter-
ministe suivante:

B (h)(t) = a:—i—/ (@*(h)(s)) '(s)ds—i—/otb((bx(h)(s))ds
+8 sup ®*(h)(s), t €[0,1

0<s<t

(2.1)

Il n’est pas difficile d’obtenir 'existence et 'unicité de la solution de
(2.1) en utilisant les mémes arguments que le théoréme 2.1 dans Doney et
Zhang [10].

Nous avons alors le résultat central suivant:
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1
Théoréme 2.1. Si o € }0,2[, B €]0,1[, en notant ve la famille de

mesures de probabilité associée a X¢, solution de (1.1), considérée comme
une variable aléatoire a valeurs dans Cy([0, 1], R) muni de la norme holdéri-
enne définie dans (1.4), alors v. satisfait un PGD avec la fonctionnelle
d’action définie par

I.(9)

ou A est définie dans (1.8)

—  if AR 9.9
hesr gy M) 22)

Nous faisons la convention: inf ¢ = 400 .
Ce théoréeme va se déduire du théoréme 2.2

Théoréme 2.2. Soient a €]0, %[, B €)0,1] et h € S ; pour tous R > 0 et
p >0, il existe 6 > 0 tel que pour tout € suffisamment petit,

PIX" @ ()la > pIVEB —hl <o} <exp (- D). (23)

Preuve du théoreme 2.2. Traitons d’abord le cas h = 0. Plus précisément,
on a la proposition suivante:

Proposition 2.3. Soient a €]0, %[, B €]0,1[; pour tous R >0 et p >0, il
existe 0 > 0 tel que pour tout € suffisamment petit,

P{IVE [ o(X*(s)dBul > s IVEB] <8} <exp (- 5). (2

k
Preuve. Pour n € IN fixé, posons t, = — pour k € {0,1,2,...,n}. Définis-
n

sons Xf’”:ka sitp <t <tper, k€{0,1,2,...,n—1}.
Alors pour v > 0,

= || [oxovzan,| > plven) <o}
c {|[ve [ [otx=ton — otxm(s)]am.
U{1X5 = X > )

u{H¢E/"a@X&mx@»st
0
_ BFUCeU D",

> 2 IvE Bl <a}
«
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Nous avons en utilisant le lemme 1.6 la formule (2.17) de Bo et Zhang [6]

2 2
ny=(1—5)
Pour tous R > 0 et v > 0, il existe g9 et ng tels que si € < gg et n = ny,
R
P(CF) < exp (—E) . (2.6)
Par le lemme 1.2,
2
P
P(B%) < C -, 2.7
(B) < Cexp ( 46%) (27)

ou C > 0 ne dépend que de « et L.

vz [ atxemets)as,

[0}

VS e B - Bl
=0

< 20M ||\ Bl.. o
2.8

Donc par le lemme 1.1,

p e 1 pl/a
P(D?) < C' max <1, (%) > exp (— Cinlla gla s " 3(ja)-2 (2.9)

ou C’ > 0 dépend de o et M.

Etant donnés R > 0 et p > 0, on choisit alors v > 0 suffisamment petit
2

pour que 42‘ 5 = R que , puis n tel que 'on a (2.7) et enfin § > 0 tel que,
g
dans (2.9),
1/
p / 1/a
S/ > C'(2n) /<.

O

Terminons la preuve du théoreme 2.2 quand h = 0.
En utilisant le fait que‘ sup X — sup @w(O)(u)‘ < sup ‘Xﬁ—fbx(O)(u)

o<u<t o<u<t o<u<t

9

X7 — ®7(0)()| < ’\/E/Ota(Xj)dBu +L/01 X5 — ®7(0) ()| du

+8 sup | X5 — &7(0)(u)].

o<ut
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Par le lemme de Gronwall et (1.6),

GL ’ c
[xe- a0 <1=5IvE [ oxian|

(2.10)
e .
< g
<7 5lvE [owxd
Pour tout 0 < ¢t < 1 et toute fonction z : [0,1] — R, posons
z(v) — z(u
[zllaz = sup [zlv) = 2(w)] (2.11)

Ocu<vst v —ul®
Par le principe de réflexions,

(=) = 22(0)(1)) — (X5 = D2(0)(5))|

|t — 5|

T _1$,a (‘ﬁ/gta(Xi)dBv 1 fﬁsilzl}it \@/su o(X%)dB, (2.12)

[ i) - 25w ([ ub@“‘)”(”)d”)‘)

nous avons alors

X -0 < 5]VE [ oxian| | + 51 - a0

X — %0
5 [ 1 = @7 (0)aadu

(2.13)
En utilisant le lemme de Gronwall et (2.10),

1X° — %(0)]|o < <1—1ﬁ + 16_LﬁeL> H\@/Ol a(Xj)dBuHaeffLﬂ (2.14)

g

Dans le cas général, on effectue une translation sur I’espace de Wiener par
la formule de Cameron-Martin pour se ramener a h = 0.
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Comme
Xe(t) — % (h)( :f/ deB+/ (®7(R)(4)))
+ (b(X2) - b(@i(h)(u)))} du

+4 < sup X; — sup @x(h)(u)> ,

Ougt O<u<gt

par le méme raisonnement que dans (2.10), nous avons

eL(1+[hll ) .
Ixe— el < G5 |V [ a(xDaB|

L0+l 2) .
<5 Hﬁ/o a(Xg)dBuHa

(2.15)

De méme, de

(x2@) = 22 () (1)) — (X2(s) — @2 (h)(5))|

|t — sl

- t—;sa (‘\@/ta(Xg)dBU + sup \ﬁ/su o(X;)dB

/6 s<u<st
)

n / 0(X5) o +b(X5))dv)

sup ([ (o@()()) b +0(@ (W)(0)d0))

1-— /8 s<u<t

on tire, en utilisant (2.15)
1 .
1X° = @ (Wllat < 7= _ﬁH\/E/ o(X5)dB,|
0 o

8L

g (U Iblle) 20100 | VE [ ()
- 0

ﬁL ' , E_ HT
g [ s DX = @ ) s

33



PGD DES DIFFUSIONS REFLECHIES PERTURBEES

Par application du lemme de Gronwall,

1+ b))

-H\/g/.dXi)dBvH oo (LHhlle)
0 o

1X5 — &%(R)|la < (1iﬂ + a .10

Proposition 2.4. Soient « €0, %[, B €]0,1[. Pour tout a > 0, l’application
R* > ((C[0, 1, R), [lla) 0 ({n € 2 : §lInl1%, < a}) — ((CI0,1].R), [[a)

qui a (z, h) associe g, solution de (2.1) est continue.

Preuve : ¢’est une modification du lemme 1 de [15].

3. PGD pour les diffusions perturbées réfléchies

Dans cette section, nous prouverons le principe de grandes déviations as-
socié au processus T, solution de (1.2).

Pour y > 0 et f € Cy([0,1],R), espace des fonctions continues de [0, 1]
dans R issues de y a l'instant 0, définissons deux fonctionnelles

I':Cy([0,1],R) — Cy([0,1],R) et K : Cy([0,1],R) — Co([0, 1], R+)
par
Tf=f+fet Kf=F, ou f=—inf(f(s) 70),t€0,1].
Par le principe des réflexions, la solution de 7 de (1.2) est donnée par

TF = (TZ9)(t) et L = (KZ°)(t), t € [0,1], (3.1)

ol Z° est solution de I’équation

Zi =y+ \E/Ot a('Z¢(s))dBs + 8 sup (I'Z°)(s), t € [0,1]. (3.2)

0<s<t

Pour h € ##, considérons ®¥(h) I'unique solution de

B0 =+ [ a@ ). ha dut 8 sup B (0)) + 71, ¢ € 10.1],
(3.3)
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ou i)(h) est continue, non négative et 1 un processus croissant continu
t
satisfaisant a n, = /0 1{5(h)(5):0}d173. L’existence et 'unicité de (3.3) peu-

vent étre obtenues par le théoreme 3.1 et les théorémes 4.2, 4.3 dans [10].
Comme dans 3.1, ®(h) s’écrit aussi

Byt = (CV()(E) et m = (KV(R)(®), tE0,1],  (34)
ou V(h) est solution de

V(h)(t) =y + /Ota(FV(h)(s)). hs ds+ 8 sup (TV(R)(s)), t € [0,1].

0<s<t
(3.5)
Soit /! 1a loi de Z%, solution de (3.2), considérée comme une variable
aléatoire & valeurs dans Cy([0,1], R"), muni de la norme a-holdérienne.
Nous avons alors

Théoréme 3.1. Si (o, 8) €]0, 3%, alors v} satisfait un PGD avec la fonc-
tionnelle d’action définie par
L(g)=  inf_  A(h), (3.6)
{fest .g=2(h)}
ou \ est définie dans (1.8).

Nous faisons la convention: inf ¢ = +oo0.

Soit /2 la loi de T¢, solution de (1.2), considérée comme une variable
aléatoire & valeurs dans Cy([0,1], R"), muni de la norme a-holdérienne.
Nous avons alors le résultat central suivant de cette section.

Théoréme 3.2. Si (o, B) €]0,3[%, alors v? satisfait ¢ un PGD avec la
fonctionnelle d’action définie par

I,g) = it 1,(9), (37)

i I, (g) est définie dans (3.6).
Nous faisons la convention: inf ¢ = +o0.

Preuve. On utilise le principe des contractions, théoréme 1.7.

Comme I'y — ¢ = (K4,0,...,0), voir Anderson et Orey [1], page 194,
il suffit de montrer que I' est a-hoéldérienne continue.
Rappelons que

[T1 — Tapal| < [|th1 — |- (3.8)
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Soient 11 12, deux éléments de Cy ([0, 1], R), muni de la norme a-holdérienne

ID%1 — Toslla (T (t) = Toa(®)) — (Teha(s) = Tea(s) )|
01— dalla  ococrct 141 — ¥alla
< Qle - 7#2”00 + Qle - w2”oo —4
b 11 — Voo ‘
Ainsi, on a:

||F77Z)1 - Fw2||a < 4|W)1 - ¢2Ha-

Preuve du théoreme 3.1. Ce théoréeme va se déduire du théoréeme 3.3.

Théoréme 3.3. Soient (o, 3) €]0,3[% et h € H; pour tous R > 0 et
p >0, il existe 6 > 0 tel que pour tout € suffisamment petit,

R
PIZY =V (R)a > pillVE B-hl <8} <exp(-2).  (39)

Preuve. Traitons d’abord le cas h = 0. Plus précisément, on a la proposi-
tion suivante

1 2
Proposition 3.4. Soient (o, ) € ]0, 2[ s pour tous R > 0 et p > 0, il

existe § > 0 tel que pour tout € suffisamment petit,
: R
PAIVE [ a((TZ2)(s))dBla > pi |V BI < 6} <exp (= 2)- (3.10)

Preuve. La preuve est semblable a celle de la proposition 2.4. Nous écrivons
seulement la différence.
Pour v > 0, posons

A= | [otrz@veas) = olven) <o)
c {H\/E /0 [a(0Z29(5)) — a(DZ5"9(s))] dB, )
u{l|Zz=¥ — Z=™Y|| > v}

o{|[ve [ atvzenvs)as.
0
=B*UCeU D",

p
2 5’ HZ&?} _ Z&”:?JH < ry}

> 2 IVz B <5}
a 2
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D’apres les résultats de Bo et Zhang [6],

~ ny(1 - 26)°
Pour tous R > 0 et v > 0, il existe €y et ng tels que si € < €y et n = ng,
~ R
P(CF) < exp (—)). (3.12)
€
par le lemme 1.2 et (3.9),
P(B) < C — , 3.13
(B*) < Cexp ( 16@%)) (313)
ou C > 0 ne dépend que de « et L. O
Ensuite, on termine comme dans la preuve de la proposition 2.4. O

Dans le cas général, on termine la preuve du théoreme 3.3 comme on a
fait dans la preuve du théoréme 2.2. O

Proposition 3.5. Soient (o, ) E]O,%[Q. Pour tout a > 0, Uapplication

R ((C[0,11,R*), [[la) x ({h € 2 : JIIRlI%, < a}) — ((C[0, 1], RY), [|]la)
qui a (z, h) associe g, solution de (3.3) est continue.
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