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Résumé : Le but de cet article est de montrer que la théorie des décompositions
des flots d’E.D.S voir Kunita [4] et Bismut [2] permet d’étendre dans le cas corrélé
les résultats de grandes déviations de Hijab [3] en théorie du filtrage non linéaire,
quand les variances des bruits tendent ves 0.

Mots-clefs : Décompositions des flots d’E.D.S, principe de grandes déviations,
filtrage non linéaire.

Abstract : In this paper, we use the decomposition theorem for flows of S.D.E
(see Kunita [4] and Bismut [2]|) for proving a large deviations principle in non
linear filtering theory in the correlated case extending Hijab’s result [3] when the
noise variances go to 0.

Keywords : Decomposition theorem for flows of S.D.E, large deviations principle,
non linear filtering.

Introduction

Considérons le couple signal/ observation, interprété au sens de Stratonovich

t
Xe = x—i—eZJ dBl+ZJ 03 (X¢) dY§’j+J Go(XE)ds
0

t
Ye = Jr(xg)ds+eBt; XS =x€eR", YE=0€cR!
0

(1)

Ici, les 09, 0y, ..., Oy, 01, ..., 01 sont (M + 1+ 1) champs de vecteurs sur R™, T" est
une application réguliére de R™ dans R%. B = (B )ieq1,..ry €t B = (B )ief, 1
sont 2 mouvements browniens indépendants issus de 0 a I'instant 0. Nous noterons
P (resp. P) la mesure de Wiener associée a B (resp. B).

Le but de cet article est de démontrer un principe de grandes déviations relatif a
une version de la loi conditionnelle de X€ sachant Y€. A cet effet, nous utilisons un
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théoréeme de décompositions de solutions d’E.D.S. pour le signal. Plus précisément,
X€ solution de (1) s’écrit

€ e(v&@°
Xi = @ (Xt ) <2>
ot @f(x) est la version essentiellement unique de
Lot
X¢ :x+ZJ 0;(XE) 0 AYE (3)
j=1"0

€

—e,@
qui est un flot €*°-difféomorphisme dans R™, noté D™ et X,f " est solution d’une
E.D.S. dont les coefficients dépendent continiiment de ®¢€.

Dans un premier temps, fixant le flot @, nous donnons une estimation
asymptotique pour la famille (TS(®,dw))e~¢ une version non normalisée de la
loi conditionnelle de X€¢ sachant @€ en introduisant une condition pour éliminer
I'intégration en dY dans l'exponentielle de Girsanov. Et par identification, nous
obtenons notre résultat central (le théoréeme 5).

Cet article comporte trois sections.

Dans la section 1, nous décomposons le signal suivant les idées de Kunita [4] et
Bismut [2] et énongons les résultats de grandes déviations de Ben Arous et Castell
[1], voir aussi Rabeherimanana [5] et [6], relatifs & la famile (N§(w, dw))c~¢ ou
N§(w, dw) désigne une version de la loi conditionnelle de X¢ sachant Y€ (cas ou
I'=0).

La section 2 est consacrée au résultat classique en théorie du filtrage non linéaire.
Dans la section 3, nous démontrons le résultat central de cet article (le théoréme 5).

1- DECOMPOSITIONS DE SOLUTIONS D’E.D.S. ET PRINCIPE
DE GRANDES DEVIATIONS DANS LE CASOU TI'=0

Dans cette section, nous supposons que I' = 0 et de plus 'hypothése H1 est vérifiée.
Hypothése H1. Nous supposons que les (r + 1+ 1)-champs de vecteurs sur R™
0o, 01, ..., Oy, 01, ...01 sont de classe C°.

Considérons X¢ solution de (3). Alors il existe une version de (t,x) — X{(x) qui
est un flot de €*-difféeomorphisme dans R™ i.e. un élément de D™. Notons @f (x)
cette version essentiellement unique de X§(x). alors presque strement Vt € [0, 1],
nous pouvons définir des champs de vecteurs stochastiques pour chaque 1 € [0, 1]

e ADE(x)\ T~ .
o " (x) = ( = ) 01 (D (x)) (4)
Alors par la formule d’Ito généralisée, X€ solution du signal s’écrit

X = o5 (Xf@e), ol Xte’q)e est solution de I'E.D.S.

de"De = eZcfo’* <Xf’®€) o dBl 4+ G (X:’(De) dt; Xf’q)e =x (5
i=1
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D™ est muni de la €%* ou C%*_topologie, définie Yk € IN par

e O™ g @ si pour tout compact K de R™, on a

sup 0D (x) — 0%D¢(x)| — 0 lorsque n — +oo
x€K,te[0,1],]x|<k
o« O ﬂ‘) @ si pour tout compact K de R™, on a

sup 0% @ (x) — %@ (x)I| + 9*(DF) ™ (x) = 3*(@¢) (X = 0
x€K,t€[0,1],|x|<k

lorsque 1 — 400
Dans toute la suite, si u est un entier, Q} désignera ’espace des fonctions

continues de [0, T] dans R, issues de x & l'instant 0 muni de la topologie de la

convergence uniforme et HY le sous-espace de Cameron-Martin associé.

h:[0,1] — R* h(0) = 0, h absolument par rapport a la mesure de
HY = { Lebesgue avec une dérivée de carrée intégrable telle que
ti 12
o MelPds < +o0
H" est un espace d’Hilbert pour le produit scalaire

1
(u,v) :J Us.veds
0
Fixant ®¢ = @ revient a controler Y¢ = eB par Y € Q.
Définissons une application V qui & ® € D™, associe pour chaque @ € Qf

—€,0

V(D) (@) = Du(X," ) (6)

ou @(x) est la version essentiellement unique de

Lot
Xy = x+ZJ 0j(xs) o dY!
j=170
. . . . —e,®
qui est un flot de C*-difféomorphisme dans R™ i.e. un élément de D™ et X: est
solution de (5)

50 A=) SR 0B+ (X" X7 =
i=1

avec 0} (x) = <a®atx(x)

Sans hypothése sur @, les trajectoires de X peuvent exploser. donc (5)
définit une application de Qg vers l'espace QQ’, espace des trajectoires explosives
o — { f, fonction continue de [0, 1] — R™ U{oco} avec f(0) = x vérifiant }

X 1 f(tg) =00 =Vt € [tg, 1], f(t) =00
Quand f € QQ,, on définit le temps d’explosion de f par

1
) 0;(D(x)) pour chaque i € [0, r].

T(f) = inf{s, f(s) = oo}

On munira QQ’ de la topologie définie par
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(fn)nen converge vers f dans QQ’

si est seulement si,

f,, converge uniformément vers f sur tous les compacts de [0, T(f)[
V(®) est donc un élément de L®(QF, QM.

-~ _ — .
Pour chaque h € H" et ® € D", définissons un processus X (h), solution de
I’équation différentielle ordinaire

dx; (h) = ( 57 (X8 () + 53(X° (ﬁ))) dt; X° () = x (7

i=1

ot les coefficients sont définis dans (57)

Définissons une application
F: H' —Dn
h — flot de difftomorphisme associé a I’équation différentielle ordinaire

1
dX{ =) oj(XPhldt; X =x (8)

j=1

Nous notons encore F 'extension mesurable de f sur Q!, selon les idées de
Bismut [2] :
F: Q' —Dn
w — F(w) = X si X est solution de 'équation différentielle stochastique

1
dX, =) 05(Xi)odY); X =x (9)
j=1

Notons Tg (@, dw) la loi du processus V(®) (Tg§ (P, dw) est une mesure de
probabilités sur Q;‘/). Nous énoncons un résultat de grandes déviations de Ben
Arous et Castell 1] relatif a la famille (T (D, dw))e=o

Proposition 1 . Fizons ® dans D™, nous définissons une fonctionnelle LY,
sur QQ/ par la formule

, 1 ~ - o~
Vz € QU 1Y% (z) = inf {§||h||2 + lorsque h € H" vérifie z = @.(X:D(h))}
avec la convention  inf{g}=+o0

ol X(D(ﬁ) est solution de (7). Alors, la famille (T§ (D, dw))e~o admet un principe
de grandes déviations avec la fonctionnelle d’action LY.

De plus si T(Xe’q)) > 1, 5—p.s. et si T(Yq)(ﬁ)) > 1, le résultat est valable quand on
remplace QT par QT

Nous définissons pour chaque w — P presque stirement

e la probabilité N§(w, dw) =T (F(w), dw)

o VR € H", £(R)(w) = Flw)(X ()
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e la fonctionnelle d’action 1y, = L9,

E,(ﬁ) est solution de

t

_X+ZJ Gi(&s(h hsds+ZJt aj(as(ﬂ))odvg+J 5(&(R))ds (10)
- 0 0

Alors nous avons

Proposition 2 [1]. N§(w, dw) est une mesure de probabilité sur QF, qui est
une version de la loi conditionnelle X€ sachant Y€.
La famille (N§(w, dw)) .., admet un principe de grandes déviations avec la fonc-
tionnelle d’ action 1°,. De plus, nous avons les estimations suivantes YA C QU

—19% (A°) < lim inf €*In N§ (w, A) < lin})sup e?InNS(w,A) < 12 (A7) (11)
€—

e—0

ot A° (resp. A~ ) désigne Uintérieur de A (resp. l'adhérence de A).

2- FILTRAGE NON LINEAIRE

Considérons le couple signal/observation, solution de (1). Pour chaque
ITe C2(R™,R), espace des fonctions de classe C? et bornées sur R™, nous
définissons le filtre non normalisé par

pSTT = EP [M(X§)=¢] (12)

ou
1

Lot ) 1 t
> [ moxavs =33 | rrocoas
=10 =10

—e __ -
—{ = exp

c2

Py est la probabilité définie par la formule

SRR == (14)

et EB désigne l'intégration par rapport a B sous Py et Fy la filtration associée a
(By, B ¢). Sous cette loi, ?e est un mouvement brownien mdependant de B. Tl est
connu qu’une version mesurable de la loi conditionnelle de =Z¢ sachant Y€ est définie
par la formule

Ni(w,A) = SOALED (15)
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et que le filtre non normalisé est solution de ’'E.D.P.S. (16) au sens de Stratonovich
connu sous le nom d’équation de Zakai

aye?

) (16)

1
dp{TT = pf(L§TNdt + Y pf(L{TT) o

avec

L)e = €O'j+—

Z ol —(0F ) et (T3)? désigne le carré de la fonction Tj
aXl an

Dans la section suivante, nous étudions le comportement asymptotique de
N (w, dw) définie par (15) lorsque € tend vers 0.

3- PRINCIPE DE GRANDES DEVIATIONS EN THEORIE DU
FILTRAGE NON LINEAIRE

Dans toute la suite, nous supposons vérifiée ’hypothése H2
Hypothése H2. En plus de I’hypothése H1, nous supposons que :

Hy e T est une application de classe € de R™ dans R*

Hye il existe une application W de classe €% de R™ dans R vérifiant pour
chaque j € {1,--- ,1} oW=Tj.

Posons

1

1 t t
1 .
Af=5 3 | oxias— 3 | rexoars
j=1 0 =170
Par le (5) et la formule d’Ito

L .t Lt

e 1 e o6& D
AS = §ZJ (205 + T OE(X )ds—ZJ

j=1 70 j=10

I (cpe(xe > )) odYSl  (18)
Sous I’hypothése H2 et par la formule d’Ito généralisée, nous avons

W(@e(x”’ )) _ ij

0

t
[SRORS

I (@g(is )) o dYe)

+ezj 5ot (Woos) (X" )oaBt  (19)

+Jt FET (Wo 0F) (xe “De) ds

0
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Fixons @ dans D™. Définissons une mesure sur QF par la formule

/\f}

—€,0
)=y

TE(0,A) = EB {1/* <CD(X (20)

Alors nous avons
Théoréme 3. P-presque strement VA C QY

—L§(A°) < lim inf e?InTE(D,A) < lim sup e2InTE(D,A) < —LL (A7) (21)

ou LY, est définie par la formule (22) et A° (resp. A~ désigne l'intérieur de A
(resp. l'adhérence de A).

L (A) = inf
. 1
(R[] (o (0m)[ as) - [ Zn (e (@) a o
j=1
lorsque h € H™ et @ (Y?(ﬁ)) € /Z‘]\}

ot X(D(ﬁ) est défini par (7).
Remarquons que si I' = 0, nous obtenons les estimations de la proposition 1.
Considérons A{ définie par (18).

Comme il a été mentionné dans [3], la démonstration du théoréme 3 fait appel
aux résultats de la proposition 4 ci-dessous voir [7], utilisant la formule (15). Mais
ces résultats ne s’appliquent pas directement a cause du fait que A{ n’est pas une
fonctionnelle continue sur Q™ pour chaque Y dans Q'. Nous devons faire un léger
détour pour éliminer l'intégration en dY.

Proposition 4. Supposons que (P€) € > 0 admet un principe de grandes
déviations avec la fonctionnelle d’action 1. Soit (0¢) une famille de fonctions
bornées qui converge uniformément vers 0 lorsque € tend vers 0. Posons :

dQc = exp(—%ee)dPE

Alors nous avons les estimations suivantes pour tout ouvert O et tout fermé F :

lir%inf e’In Q¢ > —inf{I(w) + 0(w), w € O}

e—

1in%sup e?In Q¢ < —inf{I(w) + 0(w), w € F} (23)
e—

Signalons que cette proposition est encore valable méme si € n’est pas bornée.
Il suffit que

R—+00 €—0 c?

ee
lim lim sup e?InE® (1[6€>R} ex > = —00

Revenons a la démonstration du théoréme 3.
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Sous I’hypothése H2 et grace a (19), nous avons
1 t o
AS(D) = %ZJ (0; + T3)T; @, (x ) ds
j=1

_w( )—i—eZJ ®,)(XS) o dBl

t
+J o5(Wo @S)(XS’ )ds
0

Posons

Ye(w, @) =

S

< (@(w))

1

PN RERT T ROOEE

j=1 0

L (24)
—W(cbl(wmej Vs (Wo @) (ws)ds
0
T 1
! ZL 3 (W o @) (w,))” ds
i=1
ol V&~ est défini par
~ €2 — —2
Ver = 5 o*;. + 0}, (25)
i=1

Il est clair que W€ converge uniformément vers ¥° lorsque € tend vers 0, pour
chaque ® € D™
Définissons une mesure :

€

€ 11/ €
P(D(ch:q)) (dw) = exp E-Tr (D, dw) (26)

€ €

D’ou - w
PE o g (AW) = E§Plaw (qa(x :@)).exp‘”;Al

:0)
L & —e,® .\ 2
= fd)(ye,cp)edwexp—g §J E ( T(Wo @) (X, )) du

U

1 T
+ej Y &l(Wo %)(Xi’%d%)
0 i=1
Par le théoréme de Girsanov, XS% . @ est solution de

—€,0

de’CD:d) = eZEi*(Yf’q): odBl +op(X, :@)dt

. ~ —€,0 2
— E o (X; :®@)dt ; (27)
. i=1
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Vu notre hypothése, les résultats de la proposition 1 s’appliquent a

€ PR . € .
@(Y‘D;m)(dw)' Plus précisément, la famille (qu(y“’;q;)(dw))wo admet un prin-

cipe de grandes déviations avec la fonctionnelle d’action

1 ~ - o ~
Vze QN LY : (z) = inf {§||h||2 : lorsque h € H" vérifie z = @, (X:D(h) : @)}

ou Xq)(h) : @ est solution de
ax? (Z o+ 5 (Xf (R) : cp)
o (28)
—Z FH(X: @) | dt;
i=1
X, (h):® = x

Gréce a la proposition 4 et par (26), on a :

lin%)inf eInTS(Pp,A) > —inf {LO ) +1°(z) lorsque z € AO}
e—

lin%)sup e?InTE (b, A) < —inf {LO ) +1°(z) lorsque z € A_}
e—

Notons que si Xq)(ﬁ) D = XCD(G), alors v;i = u. —0f(Wo )(Yq)(ﬁ)).

Nous1 avons alors ) ,
(@) @) = %L (WSP + (r (cD (X)) ds)

le ( )le

—J i 2ds + W (@(X‘D
0

2

Ainsi donc les estimations du théoréme 3 s’en suivent.

Nous définissons pour chaque w — P presque stirement

e NF
e la probabilité N (w,dw) = % ot
r ) +Ex

N (w, dw) =T¢ (F(w), dw) (29)

Alors nous avons le résultat suivant

Théoréme 5.
1) Ni(w,dw) est une version non normalisée de la loi conditionnelle X¢
sachant Y€. De plus, nous avons les estimations suivantes P-presque stdrement

VA C QF

—1,(A%) < lim inf €*In NF(w, A) < lim sup e?In Nf(w, A) < =1, (A7) (30)
€—

e—0
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avec 1, = Lg(w) ot Lg(w) est définie dans le théoréme 5.

2) N?(w, dw) est une version de la loi conditionnelle X€ sachant Y€. De plus ,
nous avons les estimations suivantes P-presque stirement VA C QF

—iL(AO) < lin%)inf €2 lnNIE(w,A) < lir%sup e? lnN,E(w,A) < 1
€— €—>

ot l'on a posé )
U (2) = 1 (2) — inf {%Jl <|1f{s|2 ] (R, (X )] ds)

_ Jl > (Flw), (X)) dvg}

Le 1) du théoréme résulte directement du théoréme 3.
Le 2) résulte du 1) et de l'expression (15) en faisant A = Q7.

(A7) (31)

(32)

Remarque :

R,. Signalons le fait que si les 05 sont tous nuls on retrouve les résultats de Hijab
3]

R,. On peut enlever I’hypothése H2 en considérant le couple

s = (X5 Jyrxgav)

= (Cle,s7 Cg,t)
via la théorie des décompositions de flots. Alors l'intégration en dY dans 'expo-
nentielle de Girsanov est éliminée.
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