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Résumé : Dans cet article, nous démontrons une loi fonctionnelle du logarithme
itéré pour le processus de diffusions perturbées réfléchies similaires a celle de Strassen
[17] pour le mouvement brownien et de Baldi [3] pour les processus de diffusion, solu-
tion d’EDS par les grandes déviations. La clef est de démontrer une loi fonctionnelle
du logarithme itéré pour les processus de diffusions perturbées.

Mots-clefs : Grandes déviations, processus de diffusions perturbées réfléchies,

loi fonctionnelle du logarithme itéré.

Abstract : In this paper, we prove a functional iterated logarithm law for per-
turbed reflected diffusion processes similar to that of Strassen [17] for the brownian
motion and Baldi [3] for classic diffusion, solution of SDE using large deviations
principle. The key is to prove the result for perturbed diffusion processes.

Keywords : Large deviations, reflected perturbed diffusion processes, functional

iterated logarithm law.

1 Introduction

Dans cet article, nous prouvons une loi fonctionnelle du logarithme itéré similaire
a celle de Strassen [17] pour le mouvement brownien et de Baldi [3] pour les processus
de diffusion, solution d’EDS.

Nos résultats (théorémes 3.2, 4.2 et 4.4) sont prouvés essentiellement en utilisant
les résultats de grandes déviations pour les processus de diffusion ayant un coefficient
de diffusion petit.

La relation entre grandes déviations et loi du logarithme itéré n’est pas sur-
prenante, voir Donsker & Varadhan [9], Mogulski [12], Mueller [13], Stroock [18],
Deuschell & Stroock [7], Baldi [3], Caramellino [5], nous-méme [14], pour les mou-
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vements browniens et les diffusions, Ait Ouahra & Mellouk [1] pour les équations de
Voltera stochastiques, Chenal & Millet [6] pour les équations aux différentielles par-
tielles stochastiques (EDPS) et de nous-méme [15] pour les équations d’évolutions

aléatoires.

Dans la section 2, nous rappelons les résultats de grandes déviations concernant
les processus de diffusions perturbées réfléchies. Ces résultats sont utilisés dans les
sections 3 et 4 pour démontrer une loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les
processus de diffusions perturbées et de diffusions perturbées réfléchies.

2 PGD pour les processus de diffusions pertur-
bées et de diffusions perturbées réfléchies

Pour € > 0, considérons { X7, ¢ € [0,1]} et {Y7,t € [0,1]}, solution des équations
de diffusions perturbées et de diffusions perturbées réfléchies

¢ ¢
(2.1) X; = \/g/ 0. (X?)dB +/ bo(X5)ds + o sup X, te€[0,]1]
0 0

0<s<t

et

(2.2) f/ a.(YE)dB, +a sup YE+ L5, tel0,1]

0<s<t

oua € (0,1), b, 0. : R — R et a. : Ry — R sont des fonctions lipschitziennes
continues et bornées convergeant uniformément vers b, o, a sur les compacts, {L,t €

[0,1]} est croissant avec
Li=0
t
et/ 1ye_opdL = LE, t € [0,1].
0

{L;, t € [0,1]} est le temps local de la semi-martingale {Y, t € [0,1]} au point
zéro. {B;, t € [0,1]} est un mouvement brownien standard unidimensionnel sur un
espace de probabilité complet (€2, F, (%#;)i>0, P). L’existence et 1'unicité de solution
de (1.1) et (1.2) sont prouvées dans Doney et Zhang [8].

Notons J# = ([0, 1], R), I'espace des fonctions absolument continues avec une

dh(t
()> Pour h € 7, nous

dérivée de carré intégrable vérifiant h(0) = 0 <h(t) =

posons

(2.3) Iile = ([ thts |2ds)

Notons {v.,e > 0} la mesure de probabilité induite par celle de X¢ sur Cy([0, 1], R),
'espace des fonctions continues f : [0, 1] — R telle que f(0) = 0, muni de la norme



sup de la topologie de la convergence uniforme. Pour h € Cy([0, 1], R), définissons
J : Cy([0,1], R) — [0, +00] par

1 |
Sy - { SInl, siner

—+00 sinon

Le théoreme de Schilder, cf. [16] affirme que la loi p. de {y/e By, t € [0, 1]} satisfait
un PGD sur Cy([0, 1], R) avec la fonctionnelle d’action J(.), i.e.

(a) J est semi-continue inférieurement, i.e. pour toute fonction f,, convergeant vers
f,ona

J(f) < liminf J(f,).

n—-+o00

(b) Si A C Cy([0,1],R), on a

~J(4) <limelog P{VE B € A} < limelog P{yZ B € A} < ~J(A),

e—0
ou l'on a posé pour C' C Cy([0, 1], R)
J(C) =inf{J(x), z € C}
avec la convention
inf{@} = 400
et A (resp. A) désigne l'intérieur de A (resp. 'adhérence de A).

Pour h € S, notons F'(h) I'unique solution de I’équation perturbée déterministe
suivante :

F(h)(t) = /O ta(F(h)(s))h(s) ds + /O tb(F(h)(s)) ds
+a sup F(h)(s), he, tel0l].

0<s<t

(2.4)

L’existence et 1'unicité de (2.4) résultent du théoreme 2.1 dans Doney & Zhang [8].
Nous avons les résultats de G.D. suivants :

Théoréme 2.1. Sia € (0,1), alors pour tout R, §, a > 0, il existe p >0 et eg > 0
tels que, pour tout h € Cy(]0,1], R) satisfaisant J(h) < a et e < &y,

(25)  clogP( sup X7~ F(R)()] > &, sup |VE B~ h(t)] < p) <~

0<t<1 0<t<1

Théoréme 2.2. Si a € (0,1), alors la famille {v.,e > 0} satisfait un PGD avec la
fonctionnelle d’action

(26) IO(g) = {hejfl;%f(lh):g} ‘](h)a pour g € CO([0> 1]7 R)a

avec la convention inf{@} = +oo.



Maintenant, nous allons donner les résultats de G.D. concernant Y¢ solution de
(2.2).
Pour f € Cy([0, 1], R), définissons deux opérateurs I' : Cy([0, 1], R) — Co([0, 1], Ry)
et Z: Cy([0,1],R) — Cp([0, 1], RT) par

Tf=f+fetZf=Ff, ol f:—isxg(f(s)Ao),te [0, 1].

Par le principe de réflexion, cf. Anderson & Orey [2] et Doss & Priouret [10], la
solution Y¢ de (2.2) est donnée par

Y7 = (TY9)(1) et L = (EY7)(1)
ol Y€ est une solution de I'équation stochastique suivante :
- t - -
(2.7) Ve = e / a((TY%)(5))dB, + a sup (IY)(s), ¢ € [0,1]
0 0<s<t

Pour h € S, soit G(h) I'unique solution de I’équation suivante

¢ :
(2.8) G(h)(t) = / a(G(h)(s))hsds +a sup G(h)(s) +mn, te]0,1]

a 0<s<t
ou G(h) est continue, positive et 7 est une fonction croissante continue vérifiant

t
Ny = / Le(ny(s)=0dns. L'existence et la solution de (2.8) résultent des théorémes 3.1,
0

4.2 et 4.3 dans Doney & Zhang [8].
De plus, on a

(2.9) G(h)(t) = (TG(h))(t) et m = (EG(W))(1), te[0,1]

G = | "0 (PG(R)(5)) hods + o sup (TG(R)(s)), ¢ € [0,1]

0<s<t

Notons 7, la loi de Y solution de (2.2) sur Cy([0, 1], Ry) et 7} celle de Y, solution

de (2.7). Nous avons alors les résultats suivants :

1
Théoreme 2.3. Si o € (0, 5), alors pour tout R, 6, a > 0, il existe p >0 et gg > 0
tels que, pour tout h € Cy([0, 1], R) satisfaisant J(h) < a et € < &,

(2.10) slogP( sup V5 — G(h)(D)] = 6, sup |vE B — h(t)| < p> <-R

0<i<1 0<t<1

1
Théoréme 2.4. Si o € (O, 5), alors la famille {v},e > 0} satisfait un PGD avec

la fonctionnelle d’action

(2.11) Io(g) = {hejfl;réfh):g} J(h), pour g € Co([0,1],R),

avec la convention inf{@} = +oo.



Vu le caractere lipschitzien de I' et =, on en déduit

1
Théoreme 2.5. Si a € (0, 5), alors pour tout R, 6, a > 0, il existe p > 0 et gg > 0
tels que, pour tout h € Cy([0, 1], R) satisfaisant J(h) < a et € < &,
(2.12)

elogp( sup |Y7 — G(h)(8)] + sup |L§ — | > 6, sup |V B — h(t)] < p) <R
0<t<1 0<t<1 0<t<1

1
Théoréme 2.6. Si a € (O, 5), alors la famille {v},e > 0} satisfait un PGD avec
la fonctionnelle d’action

(2.13) If(gt) = inf IO( ), pour gt € Cy([0,1], RT),

{gT=Ig}
avec la convention inf{@} = +oo.
Les preuves de ces assertions peuvent étre trouvées dans Bo et Zhang [4]. Dans

cet article, il est supposé que 0. = o, b. = b et a. = a. Cependant, les mémes preuves

sont valables dans notre contexte.

3 Loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les
processus de diffusions perturbées.

3.1 Loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les proces-
sus de diffusions perturbées pour les grandes valeurs du
parametre

Considérons le processus de diffusion perturbée

¢ t
(3.1) 4 :/ o(xs) dBs +/ b(xs) ds + a sup zg
0 0

0<s<t

ot b et &: R —> R sont deux fonctions lipschitziennes continues et bornées.
Pour u > e et & > 0, posons ¢ (u) = u*y/loglogu et

Tt

(3.2) Xult) = 5t

alors un changement de variables implique

X, (t) = 1( (/0 5(z.) dB, +/ (z,) ds +a sup x)

0<s<ut

1 t -
— (/ 0(xys) dBys + u/ b(xys) ds + « sup xus>
0 0

¢a(u) 0<s<t
_ [ v ol o=(u (u) b s)) ds + « su S
=, soqy? (GaX <>) B+ | o )< Xu(s)) ds +a sup Xo(s)

S X,(s)) dB" / ) d X,
\/loglogu/o ( '+ S+aos<gr<)t (5)



By
ot B™ = 2™ est un mouvement brownien et

Vu

by ()

= b(¢z(u)z
(3.3) ¢?f(7f) (#ste)

5 (oa(u)r)

Nous dirons que (Eu,5u) satisfait 'hypothese (K) si pour tout u > e, il existe

ou()

deux fonctions lipschitziennes continues et bornées bet5:R — R telles que

lim b,(z) =b(2)

U——+00

Jim () =70

uniformément sur les compacts de R.

Remarque 3.1. Sous 'hypothese (K), si b, = by /e Oz = 01/e, alors par le théoreme
2.2, nous avons

(3.4)

o 1 R
—1I < lim ——log P{X, € A} < i
o(4) u—l%oo log log u og P{Xu € A} u oo log log u

log P{X, € A} < —Io(A),

pour tout A C Cy([0, 1], R), ou A (resp. A) désigne l'intérieur de A (resp. I'adhérence
de A) pour la norme uniforme sur Cy([0, 1], R) et Io(C) = 11612 In(x).

Théoréme 3.2. Choisissons & > 0 tel que l'hypothése (K) soit satisfaite. Alors si
a € (0,1), la famille { X, }us. est relativement compacte ; de plus, C = {g; Is(g) < 1}
est l’ensemble limité de {X,}uioo P-S--

Posons d(g, A) = inf sup |g(t) — 6(¢)|, pour tout g € Cy([0, 1], R).
0€A t(0,1]

Le théoreme 3.2 résultera des propositions 3.5 et 3.7 ci-dessous. Nous suivons la

preuve introduite dans Baldi [3].

Lemme 3.3. Pour tout ¢ > 1 et pour tout € > 0, il existe p.s. un entier positif

Jo = Jjo(w) tel que, pour tout j = jo
d(ch, C) <eE.

Preuve. Posons C! = {g; d(g,C) > e}. Par la proposition 2.2, il existe 6 > 0 tel que
In(C%) > 14 26. La formule (3.4) implique alors

lim log P(X, € C]) <1+ 20,

u—+oo log logu
donc pour j assez grand

constante

P{Xuecr} < expl—(1+0)loglog ] = s

et le membre de droite étant sommable, le lemme de Borel - Cantelli nous permet

de conclure. H



Pour tout entier positif j et ¢ > 1, posons

o5 (c?) |

X:= sup |X,(t)— =~ Xt

! dl<uged ( ) ¢E(U) ( )
o<1
3.5 o

82) %@—w@‘
= sup
I lguged %(U)

0<i<1

Lemme 3.4. Pour tout € > 0, il existe un nombre réel c. > 1 tel que si 1 < ¢ < c.
P{il existe jo = jo(w) tel que X; < e dés que j > jo} =1

Preuve. Nous devons prouver que P (hin {x; > a}) = 0.
Jj—+oo
Par le lemme 3.3, il existe une constante K; > 0 telle que pour presque tout w il
existe un entier jo(w) tel que sup | X, (t)] < K; pour tout j > jo(w). Il reste a
te[0,1]
prouver que

P (% > e, (X0 < Ko} ) =0

J=r+oo te[0,1]
Mais {X; > ¢}
> ¢, sup | Xu(s)] < Kl}

0<s<1

1 1
= sup T~ Tus — [~ Tois
{ d=I<uged (bE(u) (b&(u)

0<t<1

1 1
C su —— Tus — ————— T =&, sup |X,(s <K}
L2 g = g 7o 2, Kool < 6
<s<1
c { ! ! > X (s) < K }
SUp |———= Tpjp — ——— T¢i €, su (s
0<s£1 oz~ et oz (771 o8| = ogsgl ¢ =
2<I<s
¢a(d) |y , |
C sup i1 |XCJ (t) - XCJ (5)| Z €, sup |XCJ (S)| < Kl
o<s<1 Q5 (c771) 0<s<1
S<t<s

Mais pour tout d > 0 et j assez grand

dz(c?) 5[ loglog(c?) 1/2 .
b=(ci-1y € (ww) < (1 +9),

en posant

(3.6) ©. =19 € Co([0,1],R)/ sup |g: — gs| =
0<s<1

SR

E<t<s

DO ™

alors pour ¢®(1 + 6) < 2,

P> e sup 1X0() < Klp < P{a > 5osup X0 () < Kl
t€[0,1] 2 t€(0,1]



Soit g une trajectoire dans O, et h € J telles que

t . t
Gt :/O U(gu)hu du+/{) b(gu) du + « sSup gs-.

0<s<t

Alors, il existe s,t € [0,1] avec 0 < s < 1, — <t < s tels que

Qlw

(37) 5 =19 = 9()| < [ 1o(g)l do+ [ lr(gu)l dvaf sup g(v) = sup g(w)

o<v<t o<u<s

¢
4
Puisque o et b sont bornées, si nous supposons ¢ > 2, par l'inégalité de Holder

g
= Falt — s + Kslt - |72 ||h)| + 20K,

qui implique

_ / c
(3.8) ]| > (1 — Kolt — 5| — 20K,

1
Ceci implique qu’il existe ¢, > 1 tels que, si 1 < ¢ < ¢, §HhHJf > 2 de sorte que
IH(©. > 2) et pour j assez grand par (3.4)

3 , constante
3.9 P{X- > e, sup | X K } expy — —loglogcdd t} = ——ir——
( ) ] te[()g] | ( ) 1| p{ 2 g g } j3/2
et on applique le lemme de Borel - Cantelli. O

Proposition 3.5. Pour tout € > 0, il existe p.s. un réel positif uy = ug(w) tel que

pour tout u > ug,
(3.10) d(X,(w),C) < e.

Preuve. Si ¢ > 1, alors par I'inégalité du triangle

¢z(c’) oz(d) o o o
d(X.,C) < d(Xu, o ) + d( e XCJ,XCJ) +d(X,C) = T + I + Iy

oll j est tel que ¢/~ < u < ¢. Par le lemme 3.3 il existe jo tel que pour j > jo,
€
I3 < 3 Comme pour I, puisque pour tout 6 > 0 et j assez grand,

da(c) _ dg(d)
S o5 (u) S ¢a(ci™t) S

et sup |X,(t)| est borné en j par le lemme 3.3, si ¢ > 1 est dans un voisinage de 1
tel0,1]

(1 + )

€
et 7 assez grand I, < 3 Aussi, si ¢ > 1 est dans un voisinage de 1 et j assez grand

€
I < 3 par le lemme 3.4 qui complete la preuve. O



Le théoréme 2.2 et la proposition 3.5 impliquent que la famille { X, },,~¢ est rela-
tivement compacte p.s..

Lemme 3.6. Soit g € C telle que Iy(g) < 1. Alors pour tout € > 0 il existe c. > 1
tel que pour tout ¢ > c.

P{d(X.,g) < € infiniment souvent} = 1.

Preuve. Soient g € Cy([0,1],R) avec In(g) < 1 et h € A tel que F(h) = g. Pour
e > 0 fixé, j assez grand et 3 petit, par le théoreme 2.1

B@)(¢) ‘ )
3.11) P sup |X.(t) —g(t)| = ¢, sup | ———= —h(t)| <
1) P (s 1X00) 0] > 2, s | T g
< exp(—2loglog ) = %
J

Par la loi de Strassen,

B(cj)(t) }
3.12 P sup |——=— — h(t)| < B infiniment souvent ; = 1
(312) s |52 0 i) < 5

Comme le membre de droite de (3.11) est sommable, le lemme de Borell - Cantelli

et (3.11) permettent de conclure. O

Proposition 3.7. Tout élément g € C est un point-limite de la suite {X;.} pour
k — 400, p.s..

Corollaire 3.8. Soit E un espace topologique et G : Cy(]0,1],R) — E une appli-
cation continue. Alors p.s. la famille {G(X,)uso0} est relativement compacte dans E

et a G(C) comme ensemble-limite pour u — 400, p.s..

3.2 Loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les proces-
sus de diffusions perturbées pour les petites valeurs du
parametre.

1

Pour tout u < e™, a@ > 0, posons

G(u) = loglog(u™"),¢5(u) = u™\/G(u)

et pour ¢ € [0, 1],

ou le processus {z;,t € [0,1]} est défini par (3.1).

Nous avons alors

o

X, (t) = dB“)—i-/ «(8)) ds + a sup X,(s)

0<s<t
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u

o Yva@)
Gu(w) = ui=® 5(Yz(u)(x))

Nous supposons que (Bu, ) satisfait (K’) si pour tout u < e™!, il existe deux fonc-

avec by(z) =

tions lipschitziennes continues et bornées b et & : R —» R telles que lir(r)l+ by () = b(z)
u—

lim 7,(x) = a(x)
u—0t
uniformément sur les compacts de R.

On peut appliquer des techniques semblables pour prouver une loi fonctionnelle du
logarithme itéré pour les petites valeurs du parametre avec des modifications conve-

nables et nous avons

Théoréme 3.9. Choisissons a > 0 tel que ['hypothése (K') soit satisfaite. Alors si
a € (0,1), la famille {X,} est relativement compacte et Uensemble C = {g, Iy(g) <
1} est Uensemble-limite de { X, Yocuce—r quand u — 0 p.s..

4 Loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les
processus de diffusions perturbées réfléchies.

4.1 Loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les proces-
sus de diffusions perturbées réfléchies pour les grandes
valeurs du parametre.

Considérons le processus de diffusion perturbée réfléchie {y;,t € [0, 1]}

t
Yt = / a(ys) st + a sup ys + Lt7
0 0<s<t

(4.1) t
Lo =0t Li = [ 1g.0dLs,
0

ou a: Ry — R est une fonction lipschitzienne continue et bornée.

Pour u > e et a > 0, posons

(4.2) Y, (t) = qﬁl(‘;) . Ly(t) = ;(“;) et BW(t) = == .

En appliquant le méme raisonnement qu’au début de la section 3,

(4.3) Y, (1) dB™ + o sup Y,(s) + Ly(t)

1 t
= —— [ a,lY,
Vloglogu r/O au( u(s)) 0<s<t

avec L,(t) = /Ut 1y, (=0 dLy(s), ot ay(x) = u%—56(¢a(u)x>.

Par le principe des réflexions, c¢f Anderson & orey [2] et Doss & Priouret [10] Y,
solution de (4.3) est définie par
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ou qu est solution de

(4.4) Y, (t) dB™ + a sup T'Y,(s)

1 t ~
= ———— [ a,(I'Yy(s
Vl1og logu/o ( ( )) 0<s<t
Nous dirons que a,, satisfait I'hypothese (E ) si pour tout u > e, il existe une fonc-
tion lipschitzienne continue et bornée a : Ry — R telle que Erf ay(z) = a(x)

uniformément sur les compacts de R .

Remarque 4.1. Sous ’hypothese (}A(/), si a. = ay/., alors par les théorémes 2.4 et

2.6, nous avons

—I(Ad) < ] log P(Y, € A) < Tim log P(Y, € A
o(4) = w%oo log log u og P(Yu € 4) < us oo log log u og P(Yu € 4)
< _[NO(Z>

pour tout A € Cy([0,1],R), ott A (resp. A) désigne I'intérieur de A (resp. Padhérence
de A) pour la norme uniforme sur Cy([0, 1], R).

_If(4) < lim

log P{Y, € A} < lim
wiilologlogzz 8 { < } "

u—+o0 log log u

log P{Y, € A} < —If(A)

pour tout A C Cy([0,1], R, ), ou A (resp. A) désigne l'intérieur de A (resp. 'adhé-
rence de A) pour la norme uniforme sur Cy([0, 1], Ry).

Théoréme 4.2. Choisissons & > 0 tel que Uhypothése (K) soit satisfaite. Alors si
1

a € (O, 2), la famille {Y, }uso est relativement compacte ; de plus Ct = {g; I (9) <

1} est lensemble-limite de {Yo} pour u — +o00 p.s..

Preuve. On modifiera la preuve introduite dans nous-méme [15].
Pour g € Cy([0, 1], R), posons

Iig=Tg)(t) et Zig=(Eg)1).
Par le principe des réflexions,

ol Y, est solution de (4.4).
D’autre part, considérons y; solution de (4.1) alors y; = I';y avec

t
(4.5) U = / a(l's y) dBs + a sup I'y 9.
0

0<s<t

~’lL u Bu
yt,Bt)——t

¢ (u) - Vu
Luwy = Yur — 0<i£1<fut@s N 0)
— 0a(w) (3ult) = int (Gu(s) £ 0))

Posons 7,(t) = . Alors du fait que

(4.6)
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Yu est solution de

1 -
47 7. (¢ :7/ g (¢~(u) T, 7,) dB™ T, 7.
(4.7) Yu(t) ogloga Jo i(65(u) Ts §u) dB +asup T,y

(4.4) et (4.7) impliquent

]

Remarque 4.3. Sous 'hypothese (K), si a. = @y., alors par le théoreme 2.4, nous

avons

SO 1 _ _ 1 - o
—1 < lim ——logP{Y,c A} < lim ——logP{Y, € A} < —I(A
o(4) u%oo log log u og P{ } uﬁn}rloo log log u og P{ } o(4)

pour tout A C Cy([0, 1], R), ou A (resp. A) désigne 'intérieur de A (resp. 'adhérence)
pour la norme uniforme sur Cy([0,1], R) et Io(C) = nelé In(z).

Le théoréme 4.2 résultera alors du théoréeme 4.4.

Théoréme 4.4. Choisissons & > 0 tel que I’hypothése (K) soit satisfaite. Alors si
1 ~ ~ ~
a € (0, 2), la famille (Y,) est relativement compacte ; de plus C' = {g;Io(g) < 1}

est I’ensemble limite pour u — 400 p.s..

Preuve. La preuve du théoreme 4.4 est similaire a celle du théoreme 3.2. Nous écri-

vons seulement la différence. Il résultera des propositions 4.7 et 4.9 ci-dessous. [

Lemme 4.5. Pour tout ¢ > 1 et pour tout € > 0, il existe p.s. un entier positif
Jo = Jjo(w) tel que, pour tout j = jo

d(YCj,C) <E.

Pour tout entier positif 7 et ¢ > 1, posons

- ~ ¢z(d)
;= su Y, (t) — == Y.i(t
= = 0
(4.8) Ostst _ _
_ sup Yut — Yeit
d*lgugd' ¢E(U)
0<t<1

Lemme 4.6. Pour tout € > 0, il existe un nombre réel c. > 1 tel que si 1 < ¢ < c.

P{il existe jo = jo(w) tel que ;YV] <e dés quej > jo} = 1.
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Preuve. Nous devons prouver que

P( mn{?c}m}):o

j—+o0

Par le lemme 4.5, il existe une constante K; > 0 telles que pour presque tout w,
Y, (t)‘ < K, pour tout j > Jo(w). Il reste a

il existe un entier jo(w) tel que sup
t€(0,1]
prouver que

P([Jim (% > e, sup V()] < Ki}) =0

te(0,1]
Mais
v _ Yus — Yeis > 7
(zey={ sup LoV s o sup Va(s) <K,
d<u<gdd ¢5(U) 0<s<1
0<t<1
6 15 5 c <R
C{ osup V(1) = Vals)| > &, sup [Va(s)] < K
o<s<1 ¢z (i) 0<s<1
s/e<t<s
Posons
~ €
(4.9) e = {9 € Co([0,1,R)/  sup [g: —gs| > }
0<s<1 2
s/c<t<s

alors pour ¢*(146) <2

PLE > e swp V)] < Fif < P{% >

sup (Vo (0) < Ko }
te[0,1]

€
27te[o,l]

Soit g une trajectoire dans O, et h € A telles que
t .
gs :/ a(l'y, g)hy du+a sup T'y g
0 0<s<t
Alors il existe s,t € [0,1] avec 0 < s < 1, s/c <t < s tels que
€ s .
(110) = =lg(t) = g(s)| < [ la(Ty )l du+af sup Ty g— s Ty g
t o<v<t 0<u<s
Puisque a est bornée, si nous supposons ¢ < 2, par l'inégalité de Holder
8 —~ —~
1 St - s|Y2|| k)| o + doksy

qui implique
2
On termine comme dans la preuve du lemme 3.4. O

Proposition 4.7. Pour tout ¢ > 0, il existe p.s. un réel positif uy = ug(w) tel que

pour tout u > ug

(4.11) d(Y,(w),C) <e.
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Le théoréme 2.4 et la proposition 4.7 impliquent que la famille Y, est relativement

compacte p.s..

Lemme 4.8. Soit g € C telle que fo(g) < 1. Alors pour tout € > 0, il existe c. > 1

tel que pour tout ¢ > c.
P{d(f@-,g) < ¢ infiniment souvent} =1.

Proposition 4.9. Tout élément g € C est un point-limite de la suite {?k} pour
k — 4o0. [

Remarque 4.10. Comme T est lipschitzienne continue, alors C* = I'C.

4.2 Loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les proces-
sus de diffusions perturbées réfléchies pour les petites
valeurs du parametre.

Considérons le processus de diffusion perturbée réfléchie {y;,¢ € [0, 1]}, solution
de (4.1).

1

Pour u < e ™, a > 0, posons

But

= _ Yue 7 o Lot u) _ Put
(4.12) Tt = s Lult) = ot B™ —

ou Y= (u) = u®+/Toglog u~ 1.

Nous avons alors

1 1o _
V)= —— / i, (Y. (s)) dB® Y, Lu(t
0= o o“( (s)) dB! +a sup Yals) + Lu()

1 _
L0)=0 et [ Lyqdlu(s) = Lu(t)

avec a,(zr) = u%_aa@/}a(u)a:).

Par le principe des réflexions,

ou Y, est solution de

dBLE,“) + a sup Iy ):/;

— 1 1 -~
Y, (t) = —/ a1y Yy,
*) Vioglogu=t Jo “ ( ! ) 0<s<t

Nous supposons que a, satisfait (K ') si pour tout u < e~!, il existe une fonction
lipschitzienne continue et bornée a : R — R telle que

uh;& a,(z) = a(x)

uniformément sur les compacts de R. Nous avons alors
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Théoréme 4.11. Choisissons & > 0 tel que Uhypothése (K') soit satisfaite. Alors si
a € (O, %), la famille {Y,} est relativement compacte et I’ensemble C* = {g; I (g) < 1}

est l’ensemble-limite pour v — 07 p.s..

Théoréme 4.12. Choisissons & > 0 tel que I'hypothése (K') soit satisfaite. Alors si
a € (O, %), la famille {Y, } est relativement compacte et 'ensemble C = {g: Iy(g) < 1}

est l’ensemble-limite pour u — 07 p.s..
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