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Résumé - Cet article présente une approche par la ihé®@s jeux de marchandage sur le partage
des capacités d’'une file d’attente a disciplinecpeseur partage.

Il présente d’'une c6té une bréeve revue d'un tet tge file d’attente et d’autre coté la solution de

Nash appliquée a un probleme de marchandage. ibukéenla faisabilité du partage insensible et

équilibré. Il prouve aussi que le partage n’estipasnsible et équilibré si on integre la notion de

priorité dans la file.

Mots clés: - Théorie des jeux, Nash, Marchandage, File d’atdPtocesseur partagé

Abstract: - This paper presents an approach through the bangagame theory on the capacity
sharing in a queue with processor sharing dis@plin

It has a brief review of such a type of queue d®dNash bargaining solution. It demonstrates the
feasibility of insensitive and balanced sharingaldo proves that sharing is not insensitive and
balanced if the notion of priority is integratectite queue.

Keywords. - Game theory, Nash, Bargaining, Queue, Processangha

1. Introduction : de discipline de file d'attente, surtout sa
caractéristique insensible par rapport a la loi

Le processeur partage est une limite du darrivée des clients ou a la loi de demande

Round-Robin lorsque le pas de temps tend de service par ces clients. [1] [2] [3] [4]

vers0. Il connait un grand succes car |l

partage toutes les ressources disponibles a Ce qui nous intéresse dans cet article c’est

travers les clients. Le terme file d’attente est Plutot la fagcon de geérer les ressources a la

devenu un abus de langage car en réalité il disposition des clients.

n'y a plus de formation de file, tous les

clients qui arrivent sont tout de suite servis

avec une partie des ressources du systeme.

[1]Beaucoup d’auteurs ont étudié ce genre

Notre contribution a cette discipline se base
sur la théorie des jeux, qui est un domaine
tres intéressant pour étudier ou méme pour
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prédire le résultat d’une situation conflictuelle
comme le partage des ressources de la file a

Les arrivées clients au nceudforment un
processus de Poisson d’'intengitféLe temps

processeur partagé. Nous assimilons le de service au nceud de la file i est une
partage a un probleme de marchandage qui se variable ii.d exponentiellement  de
voit entre les clients de la file d’attente. moyennel /p;.
2. File dattente a processeur 2.2. Equilibre et insensibilité  dans
' , I'allocation de capacité
partagé
On considere un réseau defiles d’attente
2.1.Description (n € N*) dont chaque filei a une capacité
La discipline de service «Processeur ®:i(X) Qui dépend de I'état du reseau. Les
capacites dun tel réseau sont dites

partagé » ou « Processor Sharing » (PS) est
une discipline qui partage simultanément la
capacité d’'un serveur entre tous les clients qui
demandent des services a ce serveur.

Une file d’attente adoptant cette discipline
pour ordonnancer ses clients est appelée une
file d'attente a processeur partagée ou tout
simplement une file d’attente PS. Ainsi, pour
un partage équitable, a chaque instgntin
client est servi & une vitess€/x(t) Si
x(t) clients sont présentent dans une file
d’attente PS de capacite

Un réseau de files dattente est dit a

equilibrées si:

fﬂi(X)fﬂj(X —e) = <Pj(X)<Pi(X - ei) 1)

L,j=1,..,n

Ou e; désigne est un vecteur dontileéme
composante esl et les autres sont toutes
nulles.

Cette egalité énonce que le changement sur
I'allocation a la filei lorsqu’un client de la

processeur partagé si toutes les files d’attente file j sort de sa file est identique au

de ce réseau sont des files PS. Un réseau de
files d’'attente PS peut étre donc interprété

changement sur [lallocation a la filg
lorsqu’un client de la file sort aussi de sa

comme un réseau de files d’attente ou chaque file.

fle PS i a une capacitép;(x) qui peut
dépendre du nombre de cliertdu réseau.
x du

L’état réseau est un vecteur qui

Considérant un chemin direct de I'étah O,
L ce
chemin est de longueurou ¢ = x; + ...+

(x,x—e;,.,x—e, ——e_,0),

mentionne le nombre de clients dans chaque x, donne le nombre total de clients dans

nceud du réseaux = (xq,x,...,X,) OU X;
désigne le nombre de client du ncéud

On appelle donegp;(x) [Ilallocation de
capacité dans l'état. On suppose que les
services ne puissent étre interrompus, c'est a
dire qu'on suppose que si >0, alors
@;(x) > 0 pour touti.
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I'état x. On définit une fonction d’équilibre
notéed la fonction exprimée par :

1
@i, (X)fpiz (X - eil)
) @)

eic—l)

d(x) =

o (plc(x —_ el1 —_—es —
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La propriété d’équilibre impose que la
fonction d’équilibre est indépendante du
chemin de I'étak vers I'état0.

Les capacitésg;(x), pour tout i, sont
caractérisées par la fonction d’équililbe

CD(X - ei)

d(x) 3)

Pi(x) =

On dit que les capacités sont équilibrées par
la fonction ®.

La distribution stationnairer(x) du nombre

de clients dans le réseau peut étre exprimée a
partir de cette fonction d’équilibre par la
relation :

7(x) = KO(x) ﬁ (i—)
i=1

Xi

(4)

Ou K est une constante de normalisation
d'aprés la définition probabiliste de la
fonction .

On voit que cette fonction ne dépend pas de
la loi d'arrivée des clients ni de leurs
demandes de service que par leurs moyennes.
Dans ce cas, on dit que le réseau est dit
insensible. [1] [3] [5] [6]

3. Jeu de marchandage
3.1. Description d’un jeu de marchandage

Des personnes sont maintenant confrontées a
un ensemble dalternatives tel que leurs
préférences sont conflictuelles. Parmi elles,
une peut servir de référence qu’on va appeler
le statu quo ou point de désaccord, mais bien
sar, il y a d’autres préférences qui peuvent
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donner plus que le statu quo. Il 'y a
potentiellement un intérét a ne pas se

contenter & entamer a une négociation qui
devra conduire a un consensus portant sur une
alternative particuliére. C’est une alternative

qui donne plus a cette personne mais au
détriment des autres. Deux cas peuvent se
présenter : Soit la négociation aboutit, soit le

contraire et dans ce cas, on maintient le statu
guo. Ce point joue un rbéle de menace pour

ces personnes.

Ce genre de jeu s’'appelle un jeu de
marchandage, qui est une des branches de la
théorie des jeux. Nash a décrit une solution
qui prédit le résultat d’'un tel marchandage.

3.2. Un probléme de marchandage

Un probléeme de marchandage est défini par
un couple(U,d) oud €U et U un sous-
ensemble deR"™ satisfaisant les propriétés
suivantes :

- U est convexe et fermé

- U estborné:

Ju € R™tel queu; < u; pour toutu deU
- d est dominé au sens de Pareto :
Ju € U tel queu; > d; pour touti del an

U est non vide car il contient au moins le
point de désaccord ou le statu quo. La
convexité delU refléte le fait que I'ensemble
des alternatives est un continu et que les
joueurs n‘ont pas un penchant pour le risque.
U borné garantit un limite sur le gain des
joueurs, et la domination au sens de Pareto
invoque qu’un gain potentiel existe vraiment.
Une solution a ce probleme marchandage est
une régle décrite par une fonctiprielle qu'a
tout probléme de marchanda@é d) associe
l'élément u = f(U,d) de [I'ensemblel.
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u; = f;(U,d) ou f; définit le niveau d'utilité
pour chaquei.

Les solutions de ce marchandage doivent
satisfaire & certaines conditions. [7]

3.3. La solution de Nash

La solution de Nash se fonde sur des axiomes
qui conduisent a l'unicité de la solution.
Celle-ci correspond a la maximisation de la

fonction f (u) sur I'ensembld/.

f = | [ -dp )

w; désigne un éventuel poids du jouéudu
marchandage.

Cette fonction est continue sur un ensemble
compact, donc la solution existe. L'unicité
tient au fait que 'ensemblg& est convexe et

la fonction f est strictement concave, ce qui se
traduit par des courbes de contour strictement
convexes par rapport a I'origine. [8]

4. Marchandage de ressource d'une
file d’attente PS

4.1.Formulation du jeu

On va étudier le cas d’'un seul serveur a file a
processeur partagé. Les clients de cette file
sont divisés en classe de clients numérotée de
1 an. Cette file est assimilable 7 files en
parallele dont chaque file sert un client de
classei. A un instant quelconque, chaque file

i sertx; clients et I'état du systeme est le
vecteurx = (xq, ... ,Xp)-

Le systéeme tout entier héberge aldsg
clients oujx| désigne la somme de toutes les
composantes du vectexir |x| = ) x;.
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La somme des capacités individuellggx)
de chaque filei dépendant de I'étak du
systéeme est donc égale a la capacité totale C
disponible pour le systéeme.

n

i=1

pi(x) =C (6)

Pour chaque fil¢, la ressource ¢;(x)
disponible est partagée équitablement entre
lesx; clients. La ressource disponible pour un
client de classéest donc :

r = ®;(x) 7)

Xi

On va modéliser ce réseau de files d'attente
PS a un jeu dont les joueurs sont les clients
du réseau qui marchandent les ressources
disponibles sur le réseau tout entier.

Chaque filei,
f(fﬂi(x))-

a pour fonction d'utilité

4.2. Solution de ce probleme de
marchandage

La solution de ce probleme de marchandage

est:
n

arg max,, z x;. f (@)

i=1
n

i=1

(8)

sous contrainte : p;i=C

Le termex;. f (¢;) désigne que I'utilité sur la
file i est commune a tous lesclients, et que
I'utilité globale se calcule a travers tous ces
clients.

Celui-ci ramene a un probleme
d’optimisation convexe, et la résolution
utilise les multiplicateurs de Lagrange avec
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les conditions de Karush—Kuhn-Tucker

(KKT).

La fonction associée pour trouver

multiplicateurs de Lagrange est donnée par :

L(x,A) =

n n (9)
D xfld+a Y ei-c

La fonction d'utilité f peut étre choisie pour

gue la solution obtenue soit égale a la
solution de Nash avec l'origine comme point
de désaccord. Dans ce cas, il suffit d’utiliser

une fonction logarithme :

Le choix de cette fonction dérive de la
fonction efficacité qui donne la proportion de
capacité obtenue par la filepar rapport a la

capacité totale du systéemé : log(e;)/

log(C). Le terme w; désigne un poids de

chaque classe de client.

La fonction de Lagrange associée est donc :

n

L(x, 1) = le-.wi.log@pi) +
o (11)

Parmi les conditions de KKT, pour tout k,

ona:
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X1 W
Fkya=0
Pk (12)
Qui donne :
Xi. Wi Xi.W;
P Ty
®i ®j (13)
Et Yisi0=C

La résolution de ce systeme d’équations
montre que la capacité qu’on doit allouer a la
file i est:

wi. X;

(X)) =55/
(pl( ) ‘;{1=1 wk.xk (14)

A premiére vue, c’est une sorte d'allocation
proportionnelle aux nombres de clients dans
chaque file et aux poids attribués a chaque
file.

4.3.Equilibre et insensibilité

D’aprés les capacités allouées a chaque file :

wi. X;

pi(x) = TR C (15)
(p](x) N ;Cl=1 a)k.xk'c (16)
oi(x —¢) =

wi. X; C (17)

(Zhoq 0k X)) — @)

pi(x —e) =

(275=1 wk-xk) - wi.

C (18)
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L’équation d’équilibre (1) nous donne :

1

(Xhoy wp-x) — w;

1 (19)

- QR k) — o

Cette égalité est vraie si et seulement

Si w; = w; pour touti # j.

C'est a dire quon doit attribuer le méme

poids a toutes les files pour avoir un systeme
équilibré et insensible. En d’autre terme, ceci
montre que le fait de doter au systeme la
notion de priorité a partir des poids I'enleve

de sa caractéristique d’équilibre et

d’insensibilité.

Naturellement, on doit toujours attribuer plus
de ressources a la file de classe plus
prioritaire et la notion d’équilibre définie
dans le deuxieme paragraphe ne sera plus
maintenue.

4.4, La distribution stationnaire

Dans toute la suite, on va étudier un systéme
equilibrée et insensible, avec une capacité de
chaque file égale a :

X X
(X)) = .C=—.C 20
P S ¢ T (20)
Ona:
d(x—e) X;
) = = 21
Donc :
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x|

d(x) = dP(x— ei).a (22)
d(x—e) =
x| — 1 (23)
(D(X - Zel)m
d(x — x;€;) = (24)
x| — x;
dx— (x;—1).€)).
C
Ainsi :
d(x) =
Dk — mrey, XL X1 =) (25)

Cxi.xi!

En effectuant la méme démarche pour iput
on obtient :

|x]!

*00 = O TR T

(26)

Et la distribution stationnaire en découle :

m(x) =

|x[!

n
K. | | e
Cl. (xg! .. x,) ,1'0‘
=

Ou K désigne une constante normalisatrice
obtenue a partir de la définition probabiliste
derm : ¥ =1, etp,; l'intensité de trafic sur la
file i.

(27)

5. Conclusion

L’approche par la théorie des jeux de
marchandage abordée dans ce travail nous a
permis au partage des ressources d'une file
d’attente a processeur partagé.
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Cette méthode avec la solution de Nash nous
a permis de trouver comment partager ces
ressources a travers des classes de clients.

Cette approche nous a aussi

permis de

démontrer que la notion de priorité dans la
file d'attente PS la fait perdre la notion
d’'insensibilité et d’équilibre en terme de
partage de cette ressource.
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