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RésuméDans cet article, on étudie les filtrages non lirgagaussiens. Le filtre optimal est déterminé a
partir d’'une théorie probabiliste. Comme on estsdi@ncas gaussien, on peut aussi appliquer lagétde
Kalman pour avoir des estimations des parametrediltie. Sous certaies hypothéses, cette solutic
théorique permet d’affirmer qu’on peut oublier andition initiale, c’est a dire que quelque soitdaini-
tiale, on obtient toujours la méme loi du filtretiopal. La méthode d’approximation de Monte Carle de
intégrales sert de base de simulation pour lesiisaftimériques en application.

Mots-clefs :Filtrage non linéaire, Filtre de Kalman, théorereeGirsanov, Approximation de Monte Carlo,
Chaine de Markov.

Abstract In this paper, we study the Gaussian nonlineagrfily. The optimal filter is determined from a
probabilistic theory. As in the Gaussian case Kaknan filtering could be applied for the estimatiof the
parameters of the filter . Under certain hypothesis theoretical solution lets say we can forgiial con-
dition, i.e whatever the initial law, we always gie¢ same law of optimal filter. Monte Carlo approation
method of integral is the basis of simulation famerical calculations in applications.

Keywords :Nonlinear filter, Kalman filter, Girsanov theoreMpnte Carlo approximation, Markov chain.
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1 Introduction

Le filtrage [3], [4] est une opération qui
consiste a estimer ['état d'un systéme
dynamique a partir d'observations partielles et
bruitées : on cherche a chaque instant a
estimer la vraie valeur de I'état a partir des
observations.

Dans le cas markovien [1], [4], une solution
théorique est établie et dans le cas linéaire
gaussien, le filtre de Kalman est le plus
pratique dans cette estimation. Une extension
de ce filtrage de Kalman [5], [6], [7] est
considérée pour les filtres non linéaires.
Intuitivement, la solution du probleme de
filtrage dépend de I'état initial. La loi de cet
état initial peut étre oubliée dans le sens ou si
on s’est trompé de loi de I'état initial, a un
certain moment, le filtre tend toujours vers le
filtre optimal [8]; on dit dans ce cas qu’il y a
stabilité du filtre.

Dans la poursuite de trajectoires, entre autres,
la stabilité du filtre est une propriété
importante pour une approximation plus
vraisemblable.

Dans cet article, cette stabilité pour les filtrage
non linéaires gaussiens est introduite ainsi que
pour les filtrages de Kalman [6], [9] qui sont
plus adaptés a ces filtrages gaussiens.

Les méthodes d’approximations de Monte
Carlo [1][3] permettent de faire des simulations
pour veérifier effectivement ces théories.

2 Modélisation du probleme
On considere une chaine non observable
X = (X,)neny @ valeurs darR< régie par une
formule récurrente perturbée par un bruit
additif.
On dispose d’'une suite d'observatidfs..., Yy,
a valeurs dansR* perturbée par une suite
V = (V,)nen de bruits d'observations.
On a le modele suivant pour toue N

{Yn =g + W (1)

Xpt1 = h(Xy) + W, (2)
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h:R% - R? une fonction mesurable de
méme pouy: R% —» R¥ .
Le filtre est Idoi conditionnelle deX,, ;sachant

Yn, Y, estlatribu des observations V3, ..., ¥,
et on noteu, (dx) = Py _(X,|Y,) ce filtre

On établit une relation de récurrence ptair
filtre avec un algorithme récursif qui permet le
traitement dans limmeédiat avec la méthode
classique de décomposition en deux étapes, en
loi préedite uy, (dx) = Py, (dx|Y,—1) puis en

loi corrigéep, (dx) = Py, (dx|Uy ). Yp-1 qui
est la tribu des observatioHs ..., Y, _; .
Dans le cas ou la chaine est markovienne [1],
une théorie classique de calcul des probabilités
permet de donner une solution théorique en
établissant les relations de récurrence.
On suppose que l'on utilise pour le filtre une
loi initiale de densitép,(x) alors que la
véritable loi initiale est ddensité p,(x).
Avecp,(x) , on met en ceuvre un filtgg, (x)
de la prédiction, ep,,(x) de la correction, alors
que le vrai filtre esp, (x), pour la prédiction,
etp, (x) pour la correction.
Le filtre oublie sa condition initiale [4] si :

im — ps | 17,() = pa(ldx = 0

n—-oo

2.1 Filtrage non linéaire

On considere le modele de chaines de Markov
cachées homogenes [3] tel que [I'état du
systeme non obserne= (X,)nen, dans l'es-
pace mesurableR¢; B(R%) est de loi initiale

Mo et de probabilité de transition telle que
pour toute fonction mesurable borrfée

L Ot + DIy =31 = [ FGOm(rido)

BFOG) = [, FC0wo(@)
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L’observation est un processtis= (Y,,),>1 tel
que : (1)
Y, = g(X,) + V,, avech: RY - R* .On montre
gu’il existe une mesure de probabildg telle
que sous cette mesurk, est une chaine de
Markov et de probabilité de transition

indépendante dg,, et que
-1

i (dx) = ( ] an(dw) 0n(d)
]Rd

Cette mesure permet d’établir les relations de
récurrence dans la prédiction-correction.
NotonsQ, la matrice de covariance .

Comme
E[f (YalXn =2)] = Ef (g(x) + V)

~ [ £G6 + )y
R

La densité dé&,, sachan¥,, = x est
fr(y — g(x)) . Notonsla quantité

1 2
<Q g,y > —3[02g(0)| ]

Pour un échantillon de taille, Xi,..,X, ,
considérons la vraisemblankg = Z(X,,Y;) X
X Z(X,,Y,). Pour toutr > 1, on montre
aisément que(L;!) =1, et daprés le
théoreme de Radon-Nikodym [4], on définit
dp, _
o =L
et on construit la mesure aléataitgetelle que

Z(x,y) = exp

alors la probabilité?, sur(Q,F) par

f()op(dx) = En[f(Xn)Lnl‘yn]
R4

]E[f(Xn)lyn]-En[Lnlyn] = En[f(Xn)Lnl‘:{'/n]

Et on a la formule dEalliampur-Striebel

Enlf (Xn)Ln|Yy]
E7’7. [Ln |yn]

E[f (X)1Ynl =

En d’autres termes,
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-1
i (dx) = ( f an(dy>> on(d)
Rd

en appliquant le théoréme de Girsanov [2]:

Proposition

SousP,, ,(X;,...,X,,) estune chaine de Mar-
kov de loi initialeu, et de probabilité de tran-
sitionz indépendante de la suitg, ..., Y;).

SousP,, , (X;,...,X,) et (Y4, ...,Y,) sont donc
indépendantes et on peut alors définir sous une
loi P, d’espéranceE de la fagon suivante

En[@(X, o Xy Ve, e, YUY, o Yy | =
= E[¢(X,, ... Xn Y1, .., Y,)] €t on obtient les
relations de récurrence sur les mesutest u,

o (dx) = Z(x, V) f (s dx) oy (dx)
Rd

Avec la loi deX,, g, (dx) ouu,(dx)

bn(d2) = G2, ) | (' i (@)
R

Ou C, est une constante de normalisation telle
que :

Crt :f Z(len)f (2’ dox) -1 (dx”)
Rd R4

permettant d'établir des équations de
récurrence pour le filtre optimal. Ce qui
entraine la décomposition en deux étapes clas-

siques :
Etape de prédiction
py (dx) = j dn(x'; dx) pin—1 (dx")
R

Etape de correction
pn(dx) = CoZ(x, Yy) iy (dx) avec

1 2
Z(xY,) = exp|< Qg0 Y, > —3 [0 Zg ()|

Pour cette solution théorique, le bruit
d’observation est gaussien. Si de plus le bruit
de mesure est aussi gaussien, il est préférable
d’appliquer le filtrage de Kalman pour
déterminer le filtre optimal. Seules les
estimations de sa moyenfe et de sa matrice
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de covariancdR, sont nécessaires a la détermi-
nation de cette loi.

2.2 Filtre de Kalman étendu
Considérons le systeme non linéaire gaussien
[7] tel que:
{ Y, = h,(Xp) + 1,
Xn+1 = fu(Xn) + gn (X)W,

I, représente le bruit de mesure, bruit blanc
gaussien de matrice de covariagge

L'état X,, du systéeme dynamique (2) n'est pas
observé et son équation d'évolution est
perturbée par un bruit blanc gaussien de ma-
trice de covarianc@y; et, de condition initiale
X, gaussienn@’ (X,; Qo) -

Les bruitsV;, et W, et la condition initial&,,
sont mutuellement indépendants.

Le critere d'optimalité est de minimiser la va-
riance de l'erreur d'estimation donc de détermi-
ner la loi conditionnelle d&,, sachan/,,.

Le filtre de Kalman [5] est adapté pour les
filtres linéaires gaussiens. Dans le cas non
linéaire, dans l'extension du filtre de Kalman,
on linéarise par une approximation
fonctionnelle le systéme.

Soit une suite déterminister, dansR?,
solution approchée du systeme, appéigec-
toire nominale. Les fonctionsf,, et g, sont
supposees dérivables. On linéaifiset g,

autour dex,, avec les développements habituels
et on fait les approximations :

() = fru eV f (%) (x — %)
Gn(x) = gn(Xn)
Il en est de méme pouy, autour dex,,,

h,(x) = hy,(x,)Vh,(%,)(x — %,) .On obtient
le systéeme linéarisé suivant:

{ Y, = Hn(Xn _fn) + En +V,
Xn41 = Fn(Xn - fn) + fn + G, W,

Oufn(fn) = ﬁan = ﬁ)fn(fn): Gn = gn(fn)
Hy = Vhy(%n) €thy (%) = iy,
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En notantX, = X, — X,, fo, = f4 — Xnsq1 €t
W,, = G,W,, on aun nouveau systéme linéaire:

{ Y, =H,X, +h, +V,
Xn+1 = Fn)?n +fn + I7|7n

Les bruitsi¥,, V,, etX, = X, — ¥, sont mutuel-
lement indépendants. La condition initiale est
gaussienneV (X, — %o; Qo) -
W, la perturbation aléatoire est un bruit blanc
gaussien de matrice de covariage.
Dans le cas gaussien, seules la moyé&hne
et la matrice de covarianc®, = E(X,, —
X)X, — X,)t sont nécessaires a la définition
de cette loi.
Pour la prévision,
Xy = E(X,|Ynoy) et

R, = II3[(}?n _)?7; )(Xn - )?7;) t]
On construit le processus d'innovation défini
par l'information apportée paf, par rapport
aux observations passégs ;:
L =Y, — 1?'n_ OU?n_ = E(Yn|Yn-1)-
L'innovation est donc:
Ly =Y, = (Hn?n_ + hy)
Le processud, est un processus gaussien a
valeurs dan®¥, en particulierl,, est un vec-
teur aléatoire gaussien de moyenne nulle et de
matrice de covarianceQ, = H,R,H + QY
indépendant d¢,,_,. Et on a le théoréme:

Théoréme de Kalman-Bucy[9]
Si la matrice de covarianc@), est inversible
pour toutn € N, alors les processus et
R,, sont définies par les équations suivantes:
Prédiction

{ Xr? = Fn)?n—l +fn

R, = Fan—ant + Q%V

Correction

{)?n = Xn + Kp[V — (Ho X7 + 1))
R, = [1 - Kan]RE
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ou le gain de Kalman est la matrice

Kn = RyHy[HuRyHY + Qr] ' = Ry Hi[Qp] ™
avec les initialisations:

X& = X, — %o = EX, — X0, Ry = Qé(

Le gain matriciel de Kalmak,, est a détermi-
ner de fagon a fournir une estimation
X, optimale au sens de l'erreur quadratique
moyenne. On définit ainsi l'erreur a posteriori:
e, = X, — X,, et la matrice de covariance
pn = E[e,el]. On peut alors définir I'erreur a
priorie; = X, —X,;, ainsi que la matrice de
covariance de l'erreur a priori:

pn = Eleq(en)"].
La solution théorique et la solution par
approximation par filtre de Kalman dépendent
de la condition initiale. On peut montrer que,
tout en restant dans le cas gaussien, qu'avec
une condition initiale erronée, on peut avoir le
méme résultat qu'avec le véritable filtre. Il y a
donc une stabilité du filtre par rapport a la
mesure initiale.

2.3 Oubli de la condition initiale

On suppose donc que l'on utilise pour le filtre
une densitg, alors que le veritable loi initiale
estp,. Avecp,, on met en ceuvre un filtrg,;

la prédiction ep,, la correction, alors que le
vrai filtre estp,, la prédiction ep,, la correc-
tion.

Le filtre oublie sa condition initiale si

f £GP (0 dx — f F P () dx
Rd R4
=0

lim — ps

n—-oo

Pour toutef € C,(R?) ou encore,

lim — ps

n—oo

[ 1@ = pa@ldx =0
Rd

Appliquons le cas ou d = 1. Le cas général se
déduit assez facilement. Avec le systéme de
filtrage (1) et (2)
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{Yn = g(Xn) + 1, Vo~ N(0; 0y)
Xn41 = h(Xn) + W, W,~ N(O; O-W)

on a les lois prédites et corrigées admettant les
densitésp,, avecu, (dx) = p;, (x)

etp, avecun(dx) = pn(x)-

Et commer(x'; dx) = fy (x — g(x"))dx,

pn(x) = f fwr(x — g(x") pp_1 (x)dx’
R4
Pn(x) = CoZ(x,Yy). Py (%)

La constante de normalisation eS} telle
que :C,; ' est égal a

[ 20+ 9620 fupas e
rd JRd

_ h()Y,  h(x)*
Z(x,Y,) = exp[ o 207
Analytiguement,
[P (%) = Pn ()| = |Z(x, Y [Crrn — CaPr]

La majoration de cette quantité n'est pas évi-
dente avec les constantes de normalisation.

Il est nécessaire de faire le calcul numérique-
ment & partir d'une méthode de Monte Carlo
[1] consistant & approximer numériquement les
intégrales sous la forme

N
1
| peomaar= XD

X; sont simulées suivant la loi de dengifé&).
Cette approximation numeérique est justifiee
par la loi des grands nombres et le théoreme
central limite. Avec le principe d'échantillon-
nage d'importance, il est parfois utile de modi-
fier I'intégrande :

| peoweoar=| oe? P

R4 q(x)

ou le support de(x) est contenu dans celui de
q(x) et lesX; seront simulés suivant la densité
q(x). Le choix deq(x) est uniquement pour
une raison pratiqgue non pas pour une réduction
de variance d'une meilleure convergence. Avec
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cette approximation de Monte Carlo et anec
assez grand,

N
pn () = lz fw (x = g(Xin-1))
i=1

1(x) = ZZ(W +g(Xln 1) Yy)

W; sont S|mulees suivant la loi de dengije
etX;,—, sont simulées suivant la loi de densité
Pn-1-

Dans les simulations, les densités sont définies
par des points espaceés régulierement. On défi-
nit ainsi leurs fonctions de répartitions par des

_ Pn(x) = CpnZ(x,Yn)qn(x)
Fin pour n
q(x) = pp (x)
_ p(x) = pp(x)
Fin

Considéronsg(x) = x2? et x) =x, on a le

Y, =Xi+1
systéme { " roon
ne1 = Xn + W,
Prenons
oo =10, =2,0,=1,N =100,N; = 50.

Les bruits de mesure et d’observation suivent

points espacés régulierement en utilisant la #(0,2) et #(0,1) respectivement.

proposition suivante:

Si F est une fonction de répartition &t~ U[0,1],
alors X = F"1(U) admetF comme fonction de
répartition.

Simuler une valeur d'une variable aléatoire de
fonction de répartition F, revient a simuler une
valeur de la variable aléatoité suivant la loi
uniformeU[0,1],

et utiliserX = arg max[F~1(U)].

On a les applications suivantes:

3 Applications
3.1 Filtres optimaux et trajectoires

Algo filtre (h,g : fonctions ,N, N entiers
fv, fw 4o, po densités
Y;, ... Y, observations) :
q filtre prédit,p filtre corrigé
Début
Initialisation deq aq,
Initialisation dep ap,
Pour n=1 a N faire

Z(x,Y,) = exp

Pour i=1 a N, faire
Simuler Wsuivant gy
Simuler X1 Suivant p.1

Cil=X — Z(W + 9(Xin-1),Y)
pn(x) = Zl 1y fW (x— g(Xi,n—l)
fin pour i
qn(x) = pp (x)

[h(x)yn _ h(x)z]
oy

20&,
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La trajectoire du signal observé est proportion-
nel a I'écart entre le signal mesuré et celui de la
trajectoire du filtre corrigé (Figure 1).

A — Signal mésuré
— Signal obsene
Estiné prédit

Figl : Trajectoires, N=100

Cette remarque est totalement différente pour
un autre modele défini par :

{Yn

Les trajectoires des filtres prédit et corrigé sont
représentées a la figure 2.

= 50.sin (X, ) + 50.cos (X,,) + V,

Xny1 = Xn + W,
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W | — comigs
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Figure 3 : Trajectoires par filtrage de Kalman

Fig2 : Filtre sinusoidal

En pratique, l'algorithme du filtre de Kalman
3.2 Filtres de Kalman est p_Ius adapte, pour les filtres optlmaux
gaussiens. Le développement Hdg se fait

Algo Kalman (QY, Q) matrices de covariance autour deX,, et celui def,, autour deX,,_;.
des bruitsf,, h,,, fonctions

N: entier Les densités gaussiennes sont représentées a la

Y;, ... Y, des observations) figure 4.

X, filtre prédit,X,, filtre corrigé

Début

. N N PPN — Diensités du filtre predit et filre corrigé
Initialisation d&; a X, — x,
Initialisation deR, a Qg 1 N\ — e
Pour n=1 a N faire it ) \ e

Gn = gn()?n—l)
I’-{n = h;l(\)?;) _
Xn =B Xna+ /i _
Ry = Fan—ant + QTI:V
erl = Han—lHrtl + Qr‘{
K, = Ry HjQn
Xn = Xn + KoYy — (Ho X7 + 1))
) R, = [I — K H,]Ry
Fin pour n
Fin

Figure 4 : Filtres prédits et corrigés

On montre a la figure 5 les densités des filtres
Les trajectoires par filtrage de Kalman sont optimaux de variances différentes.
représentées a la figure 3.
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Densités du filine cormgé

—

— =22

Figure 5 : Densité des filtres optimaux

L’algorithme suivant calcule les intégrales de
I'erreur.

Algo erreur (p,, py, lois initiales ; N; et N, en-
tiers, g densité)
€ erreur
e(1)=0
Pour n=1 a N faire
Calculer p,,(x) et p,(x)
an (%) = |pn(x) - ()]
e(n) = fRan(x)dx
Fin pour n

La simulation numérique a donné les courbes
des intégrales de I'erreur a la figure 6.

/ hY
05
- |I I|I
044 |
4 '.I |
q / | !
oa / B P
i / >'. / o \
/ - / ]
B / \..\ o %
02 = O ol
e T # g : /
i \“f I - ; / /
0.1 7 4 /"{ Y / s
f =y # W ‘&
ke - =
T e e : - ..u-:wq__
e —=
-4 -3 -2 -1 +] 1 3

Figure 6 : Intégrales de I'erreur
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4 Interprétations

Les signaux observés et mesurés, représentées
a la figurel sont déterminés par le systeme :

V,~N(0,1)

{ Y, =X2+V,,
X, W~ (0,2)

1 =Xp + Wy,

Les filtres prédits et corrigés s’approchent du
signal observé. La connaissance de I'équation
d’état est fondamentale pour avoir ces filtres.

L’équation du signal observé est modifiee a la
figure 2

Les filtres prédits et corrigés sont assez écartés
par rapport a la trajectoire du signal réel.

Finalement, la solution théorique permet de
justifier I'existence de la solution, mais le fdtr
de Kalman est plus adapté selon le résultat de

simulation représentée a la figure 3.

Dans la solution théorique, on a effectivement
des densités gaussiennes (figured). Le filtre
prédit est resté centré en 0. Par contre avec
linnovation apportée paY,, la moyenne du
filtre corrigé est variable. Cette approximation
est plus intéressante avec un horizon assez
lointain.

En considérant deux lois initiales de différentes

1 x?
pO(x) = GovZm exp (_ ﬁ) et

2
exp (—=) , a I'horizonn, on
Zag

variances,

_ 1
pO(x) - aom
a la différence :

€n = fRdlpn(x) - ﬁn(x)l dx

Les filtres optimaux se different que de peu
(figure 5). Cette différence diminue considéra-
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blement et presque surement elle va s’annuler,
(figure 6). L'intégrale est de plus en plus apla-
tie. On a bien un oubli de la condition initiale.

Le filtre de Kalman a pour but d'analyser I'état
d'un processus inobservé en général
markovien, a partir d'un processus observable
non nécessairement linéaire sous conditions de
bruits gaussiens [7].

Une autre application du filtre de Kalman se
trouve en finance a propos des estimations et
prévision de la volatilité stochastique et du
rapport cours-bénéfice [6].

5 Conclusion
Cet article développe deux méthodes diffé-

rentes dans la détermination du filtre optimal
dans le filtrage non linéaire, I'une avec la cons-
truction d'une mesure de distribution avec une
théorie probabiliste et l'autre avec le filtre de
Kalman étendu. Un des intéréts du filtre de
Kalman est de pouvoir estimef, la valeur
initiale, dans le probleme balistique.

Le résultat montre qu'avec une loi initiale erro-
née, on obtient les mémes résultats qu'avec le
vrai filtre ; c'est a dire que le filtre obtenu ave

la loi initiale erronée est capable d'oublier sa
condition initiale. Ce résultat peut étre étendu
pour les cas des systémes a bruit d'observation
uniforme.

L'hypothése de la non-linéarité du modéle est
tres délicate dans le sens ou la multi modalité
du filtre peut apparaitre et dans ce cas le filtre
de Kalman est inadapté surtout lorsque le sys-
teme est fortement non linéaire, le filtre de
Kalman étendu peut diverger.

Dans la simulation, le filtre de Kalman [6] est
limité a des systemes a bruits gaussiens.

Le cas général peut étre envisagé en appliquant
un autre algorithme comme le filtre particulaire
qui est plus efficace mais exige plus d’hypo-
theses.
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