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RESUME

L'ellipse est 'une des courbes les plus importantes en physique. Vue I'évolution tres spectaculaire

des technologies actuelles, il existe plusieurs facons possibles de construire une ellipse, un cercle et
le manant de Poincaré. En effet, en astronomie, les orbites de la Terre et des autres planétes autour
du Soleil sont des ellipses. Les ellipses sont utilisées en ingénierie pour les arches de certains ponts et
dans la conception d’engrenages pour certaines machines, comme les presses a poingonner. A cet
effet, en guise de guide pédagogique des enseignants en matiere de TICE, ce papier recommande
une autre technique de construction d’une ellipse.

ABSTRACT
The ellipse is one of the most important curves in physics. View very spectacular evolution of current

technologies, there are several possible ways to build an ellipse, a circle and the Poincare manant.
Indeed, in astronomy, the orbits of the Earth and other planets around the Sun are ellipses. Ellipses
are used in engineering for the arches of some bridges and in the design of gears for some machines,
like punch presses. For this purpose, as a teaching guide on using educational ITC, this paper
recommends another construction technique for an ellipse.
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TEXTE INTEGRAL

1. Introduction

La géométrie analytique joue un role important dans le développement des
mathématiques, car elle permet d’unifier les concepts de I'analyse (relations numériques) et de la
géométrie (relations spatiales) (Berthelot R. & Salin M. H., 1994), (Berthelot R. & Salin M. H., 1999),
(Berthelot R. & Salin M. H., 2001), (Artigue M. & Robinet J., 1982), (Boule F., 2001), (Brousseau,
1983), (Duval R., 1994), (Duval R., 2005). L’étude des géométries non-euclidiennes et des géométries
dans les espaces a plus de trois dimensions n’aurait pas été concevable sans une approche analytique
(Totohasina André & Armand, 2017). De méme, les techniques de la géométrie analytique, en
rendant possible la représentation graphique de nombres et d’expressions algébriques, ont apporté
une meilleure compréhension du calcul infinitésimal, de la théorie des fonctions et d’autres
problémes mathématiques plus complexes (Armand, 2017). Nous nous intéressons dans ce papier a
I’étude de la géométrie elliptique dont la géométrie sphérique (G. Brousseau., 1983), (Houdement C.
& Kuzniak A., 1999), (Laborde C., 1990). En effet, I'ellipse est I'une des courbes les plus importantes
en physique. En astronomie, les orbites de la Terre et des autres planétes autour du Soleil sont des
ellipses. Les ellipses sont utilisées en ingénierie pour les arches de certains ponts et dans la
conception d’engrenages pour certaines machines. D’'une maniére générale, il existe plusieurs facons
pour construire une ellipse. Sur le plan euclidien, on peut tracer manuellement une ellipse via son

o (x—a)? -b\? : :
expression redwte(xq—a) + (yT) = 1(pour tout (g,7) € R?)du fait de la connaissance de tous ses

éléments caractéristiques. A I'aide d’un ordinateur ou une machine programmable, maints logiciels
permettent de la tracer en connaissant ses éléments géométriques susmentionnés a savoir, par
exemple, Geogebra, Derive5, etc. Dans cet article nous allons la tracer manuellement ou a I'aide d’un
ordinateur en utilisant les fonctions caractéristiques qui seront définie ultérieurement.

Dans ce qui suit, notre travail se divise en six sections. La section Il recommande I'aspect
historique d’une conique. La section Il expose la présentation d’une ellipse. La section IV représente
la construction usuelle d’une ellipse. La section V concerne la construction n’une ellipse a I'aide d’'une
fonction. La section VI se refléte le probleme inverse. La section VIl expose sur la transformation
d’une trajectoire circulaire a une trajectoire rectiligne. La section VIII est concentrée notamment sur
la transformation d’une trajectoire rectiligne a une trajectoire circulaire. La section IX, pose une
conclusion.

2. Réflexion épistémologique

La lecture des programmes scolaires de mathématiques depuis une trentaine d’années
nous révele que seules les formes géométriques anguleuses (triangles et quadrilateres particuliers
usuels) et le cercle sont appris des le niveau primaire et poursuivis pendant les deux premieres
années du college (i.e. en classes de sixieme et cinquiéme), y comprises les méthodes de
constructions respectives en utilisant une regle et un compas. Ainsi, cet enseignement de la
géométrie pure concerne pratiquement tous les enfants scolarisés, sans élitisme aucun.
L'apprentissage de I'aspect formel, c’est-a-dire algébrique ou analytique, de cette géométrie des
cercles et des triangles commence en classe de quatrieme et se poursuit progressivement en
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abstraction et en propriétés jusqu’au lycée et a l'université, en mathématiques ou physique. Quant
aux formes géomeétriques planes rondes, a savoir les sections planes d’un coéne circulaire droit autres
que les cercles, c’est-a-dire les ellipses, paraboles et hyperboles (Cf. Figures 1), leur apprentissage
n’est « accessible » qu’une fois et tardivement, comme le laisseraient entendre lesdits programmes,
et concerne exclusivement les jeunes parvenus en terminales scientifiques et techniques non
tertiaires (André Totohasina., 2007).
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\

b b 4
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i

Figure 1 — Différentes sections engendrant une conique

Notons que ces différentes figures indiquent respectivement la section circulaire dont son
bord est un cercle, la section elliptique dont son bord est une ellipse, la section parabolique dont le
contour de chaque section est une parabole les sections hyperboliques dont les deux bords de
chaque section constituent une hyperbole équilatérale. Par ailleurs, leur enseignement, reflété par
les textes des programmes successifs, ignore completement I'épistémologie des coniques en se
contentant d’une approche directement analytique, sous prétexte d’une préoccupation utilitaire
cette fois, faisant fi de « la nature expérimentale et le fondement social » de cette science
mathématique (Boll M., 1963), contrairement a |'approche recommandée pour les formes
géométriques anguleuses et le cercle comme évoquée ci-dessus. Rappelons que sur le plan
historique, la science reste une ceuvre désintéressée : plus elle est désintéressée, plus elle est
féconde, méme au point de vue pratique.

Figure 2 — Modes de coupage pour obtenir une conique

Rappelons au passage que ces différentes figures indiquent respectivement une ellipse
dont le plan de coupe ne passant pas le sommet et coupant les génératrices du cone a une nappe,
parabole dont le plan de coupe est paralléle a une génératrice du céne a une nappe, hyperbole dont
le plan de coupe est perpendiculaire aux cercles de la base du cone a deux nappes. A cet effet,
convaincu a la pertinence et a la faisabilité de I'introduction précoce des coniques dont les ellipses

dés le niveau collége en classe de 4°™ ou 3°™, c’est-a-dire aux éléves de 14 3 15 ans par une
approche purement géométrique et apparentée a I'épistémologie méme desdites sections coniques
le présent travail recommande une technique de construction d’une ellipse dans le souci d’anticiper
son enseignement des la classe de premiére intégrant les Technologies de I'Information et de la

Communication pour I'Education (TICE), avec approche analytique et fonctionnelle. En effet,
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I'avancée de la géométrie analytique permet, entre autres, de définir une ellipse comme section
plane d’une surface ellipsoide, une véritable surface ovale, comme ci-dessous (cf. figure 3).

3. Ellipse propre
Définition 1.Une ellipse est une conique propre ayant la forme d’une courbe fermée, obtenue comme
intersection d’un céne par un plan coupant une seule nappe de ce céne, (Noirfalise R., 1991), (Robert
Aline 2003), (Salin M.H., 2004), (Bouzari, A., 2015), (Tournes, D., 2012).

Figure 3 — Exemples des ellipses sur des surfaces ellipsoides

4. Constructions usuelles d’une ellipse
Soit P un plan euclidien muni d’un repére orthonormé (0,1, 7).
Il est bien connue que I'équation réduite d’une ellipse y est définie par :

x—a\2 y—b 2
() + () =1 (1)
On note par E la représentation graphique de (1) sur P.
A propos de E, signalons les trois cas possibles.

Examinons-les séparément.
1-Sig =r, alors E est un cercle de rayon r et de centre I(a, b) ;

A

Figure 4 — Un cercle de centre I(a, b)

(2) Si g > r, alors E est une ellipse de centre I(a, b) de grand axey =b ;

X=d
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Figure 5 — Une ellipse de centre I(a, b) et de grand axe sur la droite d’équation y=b
*(3)Si g <r, alors E est une ellipse de centre I(a, b) de grand axe x=a ;

‘
X a

".-l ay | y=b

Figure 6 — Une ellipse de centre I(a, b) et de grand axe la droite d’équation x=a

5. Approche fonctionnelle
Partons toujours de I'expression (1) nous avons :

(x;a)z_l_(y;b)zz1@(2)2(x_a)2+(y_a)2=r2

ey-a?=r—(0?*x-a)?’

r
ey=+/r2—()?(x —a)2 + b, avec a=5.

Si  on note par (C;,') la  représentation  graphique de |Ia
fonctiony = +4/72 — (@)2(x — @)% + bet par (C;)celle dey = —/r2 — (@)?(x —a)? + b, alors
E= (C;) U (Cy). La représentation graphique d’une ellipse dans le plan P n’est autre que la réunion

de deux courbes représentatives de deux fonctions, a une constante preés, opposéesF(ea+ a b r) et

Fé o b, painsi définies : F&F ) () = +J/r? —(@)?(x—a)?2+b et F{ ., H() =

—\/rz —(@)2(x—a)2+b ou (a, a, b, r) € R* Ces deux fonctions sont appelées fonctions
caractéristiques d’une ellipse. Notons que les deux fonctions F(eoz' a b r) €t

F¢, o b, rcaractérisant chacune une demi-ellipse, sont toutes définies et bien continues sur le
méme intervalle borné[a —£ ;oa+ ﬂ

Remarque 1. Cette approche pédagogique de la construction d’une ellipse aurait au moins I"avantage
d’éviter une rupture cognitive chez des apprenants déja bien habitués aux courbes représentatives
des fonctions et la symétrie orthogonale, a une transformation verticale pres, transformation
géométrique déja acquise dés fin de collegeC;, = Sy- b)(C; ), ot S(y=pyest la symétrie orthogonale
d’axe, la droite d’équation y = b.

5.1 Descriptions des éléments caractéristiques de cette ellipse
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Rappelons au passage que le centre de cette ellipse est le point /(a, b). Pour la visualisation
de ses axes et de ses sommets, il faut examiner les valeurs du réel a. D’ou la proposition suivantes.
Proposition 1.

(1) Sila| = 1, alors la réunion de deux courbes représente un cercle de centre | et de rayon r

(ii) Si la| < 1, alors la réunion de deux courbes représente une ellipse de grand axe
I'axe des abscisses des sommets S; (a —%, b), Ss (a +£, b), Ss(a,—r+b) et
S4 (a , T + b) ,

(iii) Si |a| > 1, alors la réunion de deux courbes représente une ellipse de grand axe
I'axe des ordonnés des sommets S; (a - g, b), Ss (a + 2, b), Ss(a,—r+b) et
Si(a, r+b).

5.2 Construction d’une ellipse dont le grand axe est situé sur I’axe des ordonnées

Pour comprendre la construction en question, partons d’'un exemple.

Signalons au passage que pour la visualisation des figures elliptiques utilisant les fonctions
caractéristiques dans le plan P, il est avantagé de combiner et/ou de coupler I'utilisation des logiciels
« GeoGebra », « Derive5 », « Sine qua non », « Latex avec pachage PST+ », etc., en exploitant leur
complémentarité. Notons que dans toute la suite, toutes les figures sont effectuées avec Latex avec
pachage PST+.

Exemple 1.La représentation graphique de I'ellipse E; des éléments caractéristiques 1(0 ; 2) et des
sommets S; (-1 ;2), S, (1 ;2),S;(0 ;0), S, (0 ;4) n’est autre que la réunion de deux courbes
représentatives de deux fonctionsF& o , 5y et F( o o ) définies par : FGT o 5 5 (x) =

22— (4x)2 + 2etF(y o 5 5 (x) =—2% — (4x)* + 2(Figure 7).

/N

1
3 1 0o 1 o1 2

Figure 7 — Ellipse de centre 1(0, 2)

5.3 Construction d’une ellipse dont le grand axe est situé sur I’axe des abscisses

Exemple 2. La représentation graphique de I’ellipse E, des éléments caractéristiques et des sommets |
(0, -1) et des sommets S; (-2, -1), S, (2, -1), S; (0, 0), S, (0, -2) n’est autre que la réunion de deux
(x) =

courbes représentatives de deux fonctionsF(el+ 01 1) et F(el_ 01 1) définie par : F(e1+
2’ 4 E; 4 o

2 01, 1)
2 2
1% - G) —let Fé_ 0,1, 1)(x) I, 12 - (g) — 1 (Figure 8).

1
T

1 O

=l

\‘/
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Figure 8 — Ellipse de centre /(0, -1)
Remarque 2.Face aux expressions desdites fonctions caractéristiques d’une ellipse, on peut trouver
tous les points appartenant a cette ellipse.

6. Probléme inverse

Etant donnés deux points A(xy, Vo), B(xy, y1) tels que x; # x,, pour a et b fixés,
comment trouver une ellipse passant par les deux points sus-indiqués ? Ce qui va nous amener a
chercher les réel a, et r engendrant I'expression des fonctions caractéristiques de cette ellipse. A cet
effet, nous introduisons le théoréme suivant permettant de répondre certainement a cette question.
Théoréeme 5.1.Pour tous points A(xo ; Yo), Alxs ; yi) tels quex, # x4, toute ellipse vérifiant

I'expression F(i;—_’ a b )= +r2 — (@)2(x —a)2 +b ol (a, a, b, r) € R*passant par ces
b=¢
a=¢

points a pour éléments caractéristiques : a= x§—x1+(0—*-(r1-9)?
2§ (xp—x1)

|
\r = Vo — 0% — 22(x0 — 0)?

6.1. Construction des polygones elliptiques
Considérons les dix fonctions caractéristiques suivantes.

La représentation graphique de chacune de ces dix fonctions sont les dix courbes ci-dessous
représentant les triangles elliptiques BGC et DHE et un hexagone elliptique ABCDEF engendrés par les
point A, B,C D, E, F, G, H.
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Figure 9 — Hexagone elliptique et triangles elliptiques

6.2. Etudes ducasou b=0

Cette fois-ci nous examinons spécifiquement le cas ou b = 0. Considérons les six fonctions
caractéristiques exprimées respectivement d’une facon intercalée en noires et en vertes dont leurs
représentations graphiques sont données sur la figure 10.

= \“".'" - {4(r - "‘,,I,l— =

o

= —/22— (4(x—1))° w
La_ralr) = \sz-'-'.nh;m" s re(l1;9;

(d(r=2))° s =z 1183

1372, -1, 2He) \"_'-' {4(x '\||'. sl r~f‘::;.';.

L S
G

La représentation graphique de chacune de ces six fonctions donne les six courbes ci-

dessous (cf. 10). ——
(YN

[ 1]

EIVIRIE

|

\ \ |
—\ WA W v
ALAY

Figure 10 — Des ellipses centrées sur I’axe des abscisses

Considérons les quatre fonctions caractéristiques suivantes :

Figa.0m(z) V2~ (l(r~2)° si re[§:{]

La représentation graphique de chacune de ces quatre fonctions est respectivement les
guatre courbes ci-dessous plus deux triangles elliptiques ABC et CDE.

T TR,
il

a0 0o 1o 2 3 4 A 6

Figure 11 — Des demi-ellipses centrées sur I’axe des abscisses

Moralité 1.Ainsi, nous constatons que pour b = 0, cJ/orsF(eO;r a, b, (@)= +\/r2 —(@)?’(x—a)*+b

et F(, o b, n(x) = —Jr2—(a@)2(x—a)2+b o (a, a, b, r) € Rreprésentent chacune une
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demi-ellipse centrée sur I'axe des abscisses. De plus, en enlevant la représentation graphique de la

fonction F& , }, y(x) = —J12 — (@)2(x — a)? + b, alors on obtient tout 'ensemble de demi-
ellipse supérieure centrée sur I'axe des abscisses. Cette configuration pourra étre dénommée « une
configuration étendue » de configuration existant dans la géométrie hyperbolique selon le modéle de
Poincaré. Elle engendre en effet de la configuration définissant les droites hyperboliques selon le
modéle de Poincaré.

6.3. Construction d’un cercle a I’aide de ses fonctions caractéristiques

Comme nous avons déja annoncé au paragraphe 4 proposition 4.3, la représentation
graphique d’un cercle de centre I(a, b) et de rayon r n’est autre que la réunion de deux courbes
représentatives de deux fonctions (cf. 12)FG" , , .y et FG o p pdéfiniespar: FG, ) () =
+ri—(x—a)2+betFy 4 p ()= —Jr2 = (x —a)? +b.

Ces deux fonctions sont appelées fonctions caractéristiques d’un demi-cercle.
Exemple 3.La représentation graphique du cercle C de centre I(-3, 2) et de rayon r = 4 n’est autre que
la réunion de deux courbes représentatives de deux fonctions F(Cf_& 2 et Fi_3 o 5)définies par :

F(Cf"_& 2 () = +22 = (x +3)2 +2et F§_3 5 2(x) = =22 — (x + 3)% + 2(figure 12).

N T

-1 1 -

Figure 12 — Cercle de centre /(-3 ; 2) et de rayon 3

6.4. Implication de cette approche a I’étude analytique de la géométrie hyperbolique selon le
modele de Poincaré

Notons que les deux fonctions F(Cl‘,L a b e FQ 4 b mcaractérisant un cercle de rayon r
et de centre /(a, b) sont toutes définies et bien continues sur le méme intervalle bornéla —r ; a +
r].

Par ailleurs, pourb = Oet en enlevant la courbe deF(; , 5 ,on obtient les manants de
Poincaré.
Exemple 4. La droite de Poincaré suivante est la représentation graphique de la

fonctionF(Cflr 0, 0 o) = +/42 — (02

Figure 13 — Un manant de Poincaré classique
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On peut méme tracer les différents polygones elliptiques a I'aide des fonctions
caractéristiques définissant un cercle.
Exemple 5.50ientF " o 4 5, FG o o 2 F(1 4 4 2y F(i 4 o 2)quatre fonctions définies par:

Feoy 4 oz = V2 i 1 S 0:2];

Fo.0)(z) = V2%8—2? st z€|0:2];

f"xn:"“ B \4-_."_,,_,;._» !—j’..-l_‘

La représentation graphique de chacune de ces quatre fonctions est les quatre courbes ci-
dessous, représentant un carré elliptique, comme indiqué dans la figure ci-dessus (cf. figure 14).

Figure 14 — Un carré elliptique
Remarque 3.La possibilité de construire d’autres polygones hyperboliques se déduit naturellement de
celle de carré hyperbolique.

7. Transformation d’une trajectoire circulaire en une trajectoire
rectiligne

Il est bien connu qu’'un mouvement est dit circulaire lorsque sa trajectoire est un cercle.
Alors qu’au méme moment, qu’un mouvement est dit rectiligne si sa trajectoire est une droite. Par la
suite, la conversion d’une trajectoire circulaire en trajectoire rectiligne consiste a transformer les
. c+ c— . - . P . Y
deux fonctionsF(; o , ) et Fq o », ren fonctions affine. Ce qui va servir a construire et/ou a
chercher une transformation (F._zpar exemple)qui peut rendre ces fonctions en fonction affine.
. c+ . ] 7 7 . . c+ _
SoitF(; 4 b, rune fonction définie sur I'intervalle borné [a=7r ; a+r]par : Fq o b, r)(x) =

+r2—(x—a)2+b. Dabord, a une transformation prés, cette fonction peut
réeriraFCH — — (Y2 _xa i
s'écrireF( , p (%) = +r/1— (X)* + bavecX —. Rappelons au passage que si—1 < X <1,

alors a—r<x<a+r. A cet effet, considérons maintenant une fonctionF,_ définie par :

Feoq(x) = v1- (X)2.

Nous avons

2
F(Cl-!— a, b, r)OFcad(x) = T\/l— (ﬂl—(X)z) +b
=rX+b
=x+b—-a
=x+Aavecd=b—a.
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Moralité 2.La fonction F._gainsi définie est appelée fonction de conversion permettant de
transformer les fonctionsF(Cf’r a b ) € FG o b rcaractérisant un cercle en fonction affine. En
d’autres termes, si un corps homogéne subit un mouvement circulaire tel que sa trajectoire est
engendrée par un cercle de rayon r et de centre I(a ; b), alors son transformé rectiligne a pour
trajectoire droite tellex —» x + A, avecA = b — a.

8. Transformation d’une trajectoire rectiligne en une trajectoire
circulaire

Cette fois ci, partons de la fonction g, définie par : g;(x) = ex + 6. Par la suite, la
conversion d’une trajectoire rectiligne a une trajectoire circulaire consiste a transformer la fonction
ga a la fonction F(Cf_r a b OU FG 4 p o |l sagit de construire et/ou de chercher une
transformation F;_,. par exemple) qui peut rendre cette fonction affine a une fonction F(ClJ,r a b, 1)
ou F(le a, b, r)- A cet effet, considérons maintenant une fonction Fy_,. définie par : Fy_.(x) =
\/W + b. Cette fonction permet de transformer la fonction g; en une cercle de rayon r et
de centre /(0 ; b) telque: gu(x) = ex+ S et Fy .(x) =+/r2+(x/e)?+bon a:

2

Fesa094(x) = |r? = +b

=\Jr2—(x—-a)®+>b aveca=—g

Moralité 3.La fonction F,_.ainsi définie est appelée fonction de conversion permettant de
. . By . c+ Cc— . .
transformer une fonction affine a la fonctionF;" , |,y ou F3 o p ) Autrement dit, si un corps
homogeéne subit un mouvement rectiligne tel que sa trajectoire est une droite de la formex — &x +
dalors son transformé circulaire a pour trajectoire circulaire et cette trajectoire est engendrée par le

cercle de rayon r et de centre | (a, b) tel que a = — g

9. Conclusion et Perspectives

En guise de synthese, nous avons vu qu’a I'aide des fonctions caractéristiques déterminant
la construction d’une ellipse, nous avons pu annoncer qu’elles sont, entre autres, des outils tres
commodes pour effectuer les recherches quant aux propriétés mathématiques relatives a une
ellipse. En effet, elles permettent d’obtenir la voie d’'une construction de manant de Poincaré. De
plus, elles nous ont conduit également de prouver qu’une ellipse est aussi symétrique par rapport a
son grand axe, segment portant les deux foyers et limités a ses deux extrémités par la courbe. Elle est
enfin symétrique par rapport a son petit axe, segment perpendiculaire au grand axe en son milieu.
Ainsi, a I'aide des études des extremums de ces deux fonctions, nous avons pu voire facilement les
cing points caractérisant une ellipse, a savoir les quatre sommets. Par ailleurs, avec TICE, nous avons

ere

remarqué que cette approche est bien adaptée en classe de 1° pour anticiper I'approfondissement

de I'étude analytique d’'une conique. Par ailleurs, dans le souci de I'Education Pour Tous (EPT) et de la
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continuité du programme scolaire de mathématiques au niveau de lycée, nous avons constaté que
cette approche défend les pertinences et faisabilité de I'introduction précoce des coniques propres

ere

des la classe de 1°° en empruntant une approche épistémologique. Une telle didactique de la
géométrie engendrerait une pédagogie constructiviste débouchant sur une mise en place de
véritables compétences multifonctionnelles. Enfin, ce modeste travail nous a permis de trouver la
conversion d’une trajectoire circulaire en trajectoire rectiligne et celle rectiligne en trajectoire
circulaire utilisant la composition respective d’une ellipse par une ellipse et d’'une ellipse par une
droite via les deux ellipses F._; et celle de F;_,.. A cet effet, pour anticiper I'enseignement des
ellipses, nous, les enseignants des mathématiques, avons le devoir de sensibiliser tous les
concepteurs du programme de lycée afin d’introduire I'enseignement de la géométrie elliptique via
I'utilisation des fonctions caractéristiques dés la classe de lere en profitant du fait qu’elles
engendrent une théorie de la géométrie hyperbolique selon le modele de Poincaré entendu, pour
équilibrer ainsi I'enseignement exclusif de la géométrie euclidienne.
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