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RESUME

La présente étude a pour but d’étendre & R? la

notion d’Intégrale indéfinie définie dans R par
M.-A. DEnjoy, c¢est-d-dire le calcul inverse de la
dérivation.

Diverses méthodes d’extension ont été présentées
par plusieurs auteurs (1), mais d’une part ceux-ci
choisissent comme mode de dérivation celle des
fonctions d’intervalle ; d’auire part Dintégration
correspondante ne parait pas dépasser le stade de la
totalisation complete.

Dans notre étude nous substituons aux dérivées
de fonction d’intervalle, la notion de dérivée approxi-
mative décrite dans une note presque inconnue de
V.-G. CeELIDZE. ‘

On peut ainsi étendre 4 R2? la notion de totale
indéfinie (continue) de MM. DENJOY et KHINTCHIN.

L’on indique en terminant un mode de calcul de
lintégrale indéfinie ainsi obtenue, basé sur le calcul
totalisant.

ABSTRACT

The aim of this study is to extend to fonctions

of two variables the definition of the D. Integral on |

the real line.

Definitions already given, rely mostly on the
BurkirL derivation theory of functions of an interval
and the corresponding integrations do not extend
further than the so-called D* — Integral.

In this paper, we make use of the more general
notion. of the approximate derivate, seldom men-
tioned, and due to Mr. V.-G. CELIDZE.

We are thus enabled to extend to the plane the
deseriptive definition of the D-Integral as given by
MM. Denyoy and KHINTCHIN.

A mode of calculus based on transfinite induction
is given in fine.

INTRODUCTION

Pour une fonction numériquie dérivable, f, définie
dans un intervalle compact 1 [a,b] C R, le
probléme de I'intégration indéfinie est la recherche
d’un processus permettant le calcul de f & partir de
sa dérivée f'.

On sait que si " est seulement supposée partout
finie, et bien que la fonction primitive soit déter-
minée 4 une constante additive prés, Pintégration de
LEBESGUE ne permet pas de calculer la fonction f,
hors le cas ol celle-ci est absolument continue (A.C.).

Il appartenait & M. A. DEnjoy (2) de résoudre le
probléme ainsi posé, en ipstaurant un processus
sommatoire dénommé calcul totalisant ; dans cette
perspective { est la «totale indéfinie» de f’, et
jouit d’une propriété remarquable, I'absolue conti-
nuité généralisée ; on dira que f est A.C.G.

La maniére la plus simple de caractériser une
fonction A.C.G. est la suivante : « Une fonction
numérique { sera dite « A.C.G.», il existe une
suite d’ensembles (E.), telle que dans chaque E
f soit égale & la restriction d’une fonction A.C. :

f o

n

De plus { étant continue, on peut supposer les £ |
fermés.

11 s’avere alors que f est dérivable presque partout
en un sens & préciser ; cette dérivée, dite dérivée
- approximative, est presque partout égale a celle de
| la fonction f.
|
- Si l'on appelle £, la dérivée ainsi obtenue, il

savére en. ouire que f',, est totalisable et a pour
| totale f. D’olt une définition descriptive des totales
~ indéfinies :

La fonction f sera dite une totale indéfinie
continue de la fonction ¢, si les conditions sutvantes
' sont vérifiées :

a. fest A.C.G.

b. f a pour dérivée approximative ¢ presque
partout.

Quand on passe des fonctions numériques d’une
variable, aux fonctions de deux variables la question
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se présente 'une maniére plus complexe, ne serait-
ce que du fait de Pimprécision de la notion de
« dérivée » de fonction de deux variables.

Notre étude comportera done deux parties :
I.  Dérivation et fonections A.C.G. dans R2.

II. —- Définition et caleul de Pintégrale indéfinie
dans R2

I. DERIVATION ET FONCTIONS ACG

Nous borperons notre étude a e=lle de fonctions
pumériques définies dans un intervalle (rectangle)
de R o == [a, ay 5 by, byl

Signalons qu’il v a deux méthodes principales
Lintroduire une dérivation dans R2,

- La premitre, avee Burkinn (3), utilise prinei-
palement la  notion  de fonction  d’intervalle.
q = [Np N 1y Y] étant un sous-intervalle de g,
I une fonction continue de Uintervalle q, la dérivée
croun point M€ q, sera la limite de rapports de
la forme :

Flq)

(ooolixgeqet g — 0.
'q ‘

- - L seconde, développée dans une note peu
connue de V.-G, CELIDZE (4) utilise plutdt la notion
de fonction de point, et bien que semblable pour
Pessentiel a la précédente, aboutit & une théorie
plus simple.

Clest celle-el que nous suivrons.

Notre réle se bornera pratiquement a un. rappel
des résultats de M. CELIDZE, mis & part les époncés
sur les dérivées secondes mixtes, (qui ne se trouvent
pas chez eat auteur.

L1 Notations. — « désignera un intervalle
rectangulaire de R2; on notera:

4= Ny Ng 5 Ve Vo)
Ol Xy, Xy sont les abscisses extrémes des ¢otés ; vy, va

les ordonnées extrémes. L’on aura toujours qCq,

Or désignera pour la fonetion de point F définie
dans q, par F(q) la quantité

A (F 5 N Np, Vo .VZ)

Fxg: v1) - Flxy, y2)

Il est clair que si Pon convait Fla,, v) et F(v, b)),
lu formule précédente appliuée & ¢ = (a, x 5 by, v)
permet de définir une fonction de point a partir

de F(q).

= Flxp, vi) + Fxy, yo) -~

On passera done dune polation a autre suivam
les besoins d- Pexposst,

La fonction F(q) est additive au sens restreint,
cest-d-dire que st qy, qy... q, forment une famille
d'intervalles ron empiétants (Le. sans points inté.
rieurs communs) on pourra éerire :

1

Flar U qee Uqa) = Fla) + Flqy)-.. + Flq,)

Enfin si F(x, y} est continue, il en est de méne de
F(q), cest-a-dire que q| désignant la mesure de
I'intervalle q

ql >0 => |F(q@)] -0

Réciproquement, F(a,y) et F(x,h,) étant sup-
15) 1 1
posées continues, la continuité de F(q) entraine celle

de F(x, v).

1.2 — Définition. 1. - La fonction F(x, y) sera
dite absolument cortinue dans ,, si €, et « dé-
signant des nombres positifs, qy, (o... q, étant des
intervalles non empiétants,

-
~

Ve Ja t.({‘i

i=

n
i N = Z ‘F(q;l)i <€
i i
1. 2 — Défmition 2. -- La fonction F(x,y)
sera dite absolument continue sur un ensemble
E C q. %l existe une fonction absolument
continue O(x, v) dans g, telle que

OE = FIE

Pour abréger nous écrirons A.C. pour absolument
continuc.

L 2 — Définition 3. — La fonction F sera dite
absolument continue généralisée et on écrira A.C.G.,
il existe une partition au plus dénombrable de

Qo = L"J E,, telle que
Vo FIE | soit A.C.

Si ¥ est en outre continue, ce que nous suppose-
rons dorénavant, on pourra supposer les (E ) fermés.

[ 3 — Définition de la densité. - E étant un
ensemble mesurable, x , un point de E, on définira
la densité de £ au point x, comme suit :

1.3, 1

— (q,) désignant une suite décroissante

d’intervalles contenant x , tels que lim g, =0,
11 — oo
on appellera densité de I8 an point x, la limite
E N qa

quand elle existe du rapport ' quand n - oc.

|l
|a

Plus précisément on a le théoréme suivant di

a Saxs (5).

1.3. 2. — Théoréme : Si E est mesurable, F a
presque  partout une densité égale & un. Plus
précisément, étant donné les nombres positifs e,
a et Bon peut trouver un sous-ensemble fermé A CE,
et deux nombres positifs o, et o,, tels que :

LE AL < 26

2. V(xg v, €A, Lensemble A N [x g, x5 v, V],
ait une densité relative supérieure & (1-a) (1-B), si
NG S opet [y-y | <oy

On démontre méme que lon peut déterminer
Pensemble A N [x_, x; v, vl précédent de facon
X, Voo VI 1

& ce que ses sections
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— par une paralléle a Ox, alent pour projection
sur cet axe un méme ensemble E(x , £) de densité
relative supérieure a l-o sur [x ,x]

— par une paralléle & Oy soit un. ensemble E(y, 1)
de densité rclative supéricure & 1- sur [y ,v]-

1. 4 < Dérivation semi-réguliére des fonctions
d’intervalle.

1. 4 — Définition I : On dit qu’un intervalle q a
pour paramétre de régularité le nombre k, si 'on a

1.4 — Définition 2 : Si F(q) est une fonction
d’intervalle définie dans g, on appelle dérivée
semi-réguliére de raison k, au point x, la limite,
quand elle existe de 'expression

Flo

lq|
lorsque |q| € 0 x , € q, le paramétre de régularité de g
n’excédant pas k.

On a le théoréme suivant di & BurkiLL.

1. 4. 3 — Théoreéme.

sommable dans q,

1L4.3.1 Fg) = / .L’/(;f(x, y)dx dy

son intégrale indéfinie, ¥(q) a presque partout f
comme dérivée semi-réguliére de raison k.

— Soit f une fonction

1. 5 — Dérivation approximative de la fonction
de point.

On peut remarquer que les ensembles de densité
un au point M, (x, v,) formont une base de filtre

G M,).

On introduira la définition suivante :

1. 5.1 — F étant définie sur un ensemble EsM ,
on dira que F posséde en M | une dérivée approxi-
mative DF,, (x.y,), $il existe un élément

E' C GF (M) tel que la quantité
A(F;Xoﬁx;YMY)
(x-xo) (v - 7o)

ait une limite quand M(x, y) tend vers M, avec

MeE' n E

L’unicité de la dérivée, quand elle existe, tient
a ce que f(M,) est une base de filtre.

Ces définitions rappelées on a les théorémes
suivants dus & M. V.-G. CELIDZE.

1. 5. Théoréme. — Si au point M, (x,, y,) la
fonction continue F(x,y) a une dérivée semi-
réguli¢re d’intervalle de raison k, quel que soit le
nombre k, F posséede en M, une dérivée
approximative.

1.5. 1 — Corollaire 1. — St f est sommable
dans q ,, son intégrale indéfinie F(q) (1. 4.3. 1) af

‘ presque partout comme dérivée approximative.

Ce corollaire résultc du thésréme précédent ct du
théoreme de Brrxivr (1. 4. 3).

)
L.

1. 5. Théoréme 2. — Si F(x, y) est A.C.G. dans

Qo I a presque partout une dérivée approximative

finie.
1. 5. Théoréme 3. -— Si la fonction F(x,y)

continue, a en tout point de q ., & Uexception d’un
ensemble au plus dénombrable, une dérivée ap-
proximative finie, alors F est A.C.G.

1. 5. Théoréme 4. — Si F(x, y) est A.C.G. dans
(. el a presque partout une dérivée approximative
nulle ; F(x, y) est de la forme

F(x, y) = ¢(x) + ¢(y)
1. 5.4 — Corollaire 1. — Une fonction A.C.G.

dans q , est déterminée par la donnée de sa dérivée
approximative, finie presque partout, a une expres-
sion de la forme ¢(x) + U(y) prés.

(¢ et continues).

Venons maintenant a la relation entre dérivée
approximative et dérivée seconde mixte.

1. 6 — Proposition 1. — .5t F(x, y) est A.C. sur
un ensemble mesurable E, il existe une fonction
sommable f(x,y) telle que:

i) Fay) =/ f(s, 1) ds dt
T [alv X3 blv Y]

i) %I_d% F(x, y)‘] = { (x, y) presque partout sur E

F nlest en effet sur E (1. 2. 2) que la restriction
d’une fonction A.C. ®, définie dans q,. Si donc
® est A.C. dans q, on a en vertu du théoréme de
RapoN NIKODYM

(1.6.1.1) B(x,y) = ./’s/“[ f(s, 1) ds dt

a;, x5 by, ¥]

ot f est une fonction sommable ; ce qui équivaut
"assertion i) pour (x, y) € E.

n a donc en vertu du théoréme de Fuini
ppliqué a ©

.x -y
(1.6.1.2) Ox,y) = / dt / f(t, s) ds
Ja b

11 s’ensuit que pour presque toutes les valeurs de x,
On a

) Ty
(1.6.1.3) — = / {1, s) ds = o(x, y)

ox b,

Ceci entraine que 'on a presque partout 1’égalité

oD
(1.6.1.4) g o(x, v)

1*
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- En effet, on sait que (¢f. Saks loc. cit. 1V.3) que

les nombres dérivés (supéricur et inférieur) a
droite de Dint d’une fonction mesutable, sont |
mesurables.

' )

cd < L.,
Appelant gy oo nombres dérivés, ’cuscmble
x

vx’
E,= < . v)eq, -

est mosurable, et comme sa section par toute paral-
léle & Ox est de mesure nulle, E; est lui-méme de
mesure nulle en vertu du théoréme de Fumint ;
Pégalité (1. 6. 1. 4) est done vérifiée presque partout.

Un. raisonnement analogue effectné sur §(x,y),
(on. pourra prendre ¢(x, y) = 0 sur Uenscmble des
paralleles & Oy, sur lesquelles ¢ n’avrait pas été
défini par (1. 6. 1. 3), prouve que Pon a presque
pattout dans g,

1

o]

dy

A

x

:} ¢(x,y) = f{x. y)

(1.6.1.5)

Sil’on veut passer de la fonction @ ala fonction F,
il faut noter que les dérivations ne doivent étre
prises que sur I'ensemble E, en sorte que la dérivée
ordinaire doit étre remplacée par ia notion de dérivée
approximative. Toutefois, cette nouvelle exigence ne
modifie pas le résultat. On a en cffet le théoréme
suivant dii a Saxs (ibid IX. 11.2)

«Si une fonction finie de deux variables F est
mesurable sur un ensemble E, ses dérivées approxi-
matives, supérieure et inférieure, sont mesurables
sur E».

Appelart D, et D, les dérivées approximatives

X x

extrémes, on verta comme ci-dessus que Pon a pour
presque toutes les valeurs de x

= D, Fx vy =¢(xy)

x

¢ (1.5.1.6) D,, F(x, y)
=

ct que lensemble
{(x, Y) € qo D}px Fox QaPXF}

étant mesurable, Pégaliré (1. 6. 1. 5) a lieu presque
partout dans (, — un raisonnement analogue cst
applicable & d(x, y), d’ott lassertion ii.

E,

Il rous faut encore prouver 'énoncé ci-aprés :

1.6 — Proposition 2. — Si F(x, y) est A.C. sur un
¢ 1semble mesurable E, F|E a presque partout pour
dérivée approximative la fonction f de 1. 6. 1.

Si la propriété est vérifice pour E = ¢, (1. 5. 1.
Cor. 1) clle n’est pas évidente pour E mesurable,
car i (x g, ¥o)s (X, y) € E, il n’en va pas foreément
de méme des points (x4, ¥), (X, ¥)-

Er fait ce point va découler. presque partout, du

théoréme e densité 1. 3. 2.

On peut supposer d’abord que (x,, v,) appartie n
a 'ensemble A défini dans la démonstration de ce
théoréme. '

Seit gy, Vintervalle centré sur (x4, v}, pour lequel
onalx-x,| <oy ;|yy, <ag,;posonsE; =E n q

Dans la définition de la dérivée approximative
(1. 5. 1), on prendra (x, v) € E;, x € E(x,8);
vyeLE(y,m) n E (v, 7). Le premier ensemble
(¢f. 1. 3. 2) a sur [x,, x] une densité relative supé-
sieure a -, le second une densité relative supérieure

a 1-28.
En sorte que 'ensemble

'E(Xo’ YO) = :(X7 Y) € El s X € E(Xoa E)a
y € E(ym) n E(yqm)!
a dans tout intervalle concentrique a q; une densité
cclative supérieure a (1-o) (1-28).

Donnons alors 4 ¢, =, B une suite de valeurs dé-
croissantes tendant vers zéro (e;), («;), (B;), et soit
A; Yensemble défini a partir des nombres ¢;, «;, 8,
comme A I'a été a partir de ¢, o, B ; soit A 'en-
semble limite inférieure des A ;. Il est clair que I'on a

|EﬁAol:0

I étant la restriction de ® & E, on a presque
partout dans A |

Dyp O(x, y) = f(x, y)

Mais comme (x, y) € A , il existe un entier n , tel
que

Von>n,= (x,y) € A,
Posant M = (x, y), M'= (x+h, y+k), sup-

posons que @(x, y) ait une dérivée approxi-
mative en M, c¢’est-a-dire qu’il existe un ensemble E’
de densité un en M, tel que le rapport
AlF;x,x+hsy, vy + k]

h.k

ait une limite quand h. k — 0 et M’ € E’.

1.6.2.1)

Etant donné v > 0, on peut trouver un nombre o,
tel que q' désignant un intervalle centré sur (x, y)
d= cotés inférieurs a 2 &', on ait :

B < q'| < (1) |g’
Choisissons n, assez grand pour que n > 1, on ait :
a, <o By <P

I’ensemble des points M' € ¢' N A, aura une den-
sité superficielle supérieure a 1-2 ¢, -.

)

Ainsi si on fait tendre M’ vers M, de facon a
avoir Me A, N E,onaurax -heA_ , vy, +k
€ A,,, et dans A  la limite approximative du
rapport 1.6.2.1., sera la méme pour ® que pour
O | E, c’est-d-dire pour F.  C.Q.F.D.

Revenant & 1.2. Définition 3 : Si F est A.C.G.
dans q,, supposons que F[E_ soit égale & la res-
triction d’une fonction A.C. ®,, on a le corollaire
suivant :
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1.6.3. — Corollaire. — En presque tous les points
de E, ¥ et @, ont la méme dérivée approximative.

C’est une conséquence immédiate de 1.6.2. et de
la définition 1.2.3.

Des propositions 1 et 2 et du corollaire on déduit
Pénoncé suivant (énoncé général du théordme de
ScHWARTZ).

1.6.4. — Théoreme. — Si I' est A.C.G. dans q,:

a. F posséde presque partout des dérivées se-
condes mixtes (approximatives) et une dérivée
approximative.

b. Les 3 dérivées sont presque partout égales.

II. DEFINITION ET CALCUL DE L’INTEGRALE
INDEFINIE

La définition de la dérivée approximative d’une
fonction de deux variables et les théorémes de M. V.G
CeLipzE permettent d’étendre & R? la définition
descriptive des totales de MM. Denjoy et Kuint-
cHIN. On a la définition suivante :

II.1. — Définition. — La fonction numérique f
définie dans q,, sera dite totalisable et de totale F,
s’il existe une fonction F'. A.C.G. dans q, et ayant f
pour dérivée approximative presque partout.

II.1. — Proposition 1. — Si f est totalisable,
la totale ¥ (x, y) est définie & une expression de la

Sforme ¢ (x) + ¢ (y) prés.

La fonction F (q) est définie sans ambiguité
pour tout q C q,.

C’est une conséquence immédiate de 1.5.4.

Ainsi F est déterminée par f dans le sens que nous
venons de préciser. Pour éviter toute ambiguité,
on supposera par la suite que 'on a F (x, y) = 0
si'x = a; (pour tout y) ou y = b; (pour tout x).
La définition 11-1. généralise donc celle des totales
des fonctions d’une variable.

Elle est plus générale que cclle obtenue par la
méthode des fonctions d’intervalle (définitions de
S. Kempisty et P. RoMaNOVSKI) qui ne dépasse
pas le stade de la totalisation compléte.

Toutefois, quand on veut passer au probléme du
calcul de lintégrale indéfinie, on rencontre deux
séries d’obstacles.

i. Difliculté d’étendre & R? la méthode de cal-
cul par récurrence transfinie.

ii. L'on ne posséde pas de théoréme pour les
totales, analogue au théoréme de FuBINI pour
Pintégration des fonctions sommables de deux
variables.

Plus précisément G.-P. ToLstov (6) a prouvé
I'impossibilité d’un tel théoréme pour les totales.

L’on peut néanmoins présenter un mode de
calcul de la primitive F basé :

— D’une part sur le théoréme de Fusini pour les
fonctions sommables.

— De Pautre sur le calcul totalisant.

Nous ferons un certain nombre de remarques
préliminaires.

[1.2. — Remarque I. — Soit F (x, y) une primitive
de f, pour presque tout X, F,o(y) est une fonction

A.C.G.

En effet, sur chaque E, (1.2. Déf. 3), F (x, y) est
égalc & une fonction A.C. sur q,, ®, (x, y).

Comme par hypothése F (a;, y) = 0, on pourra
prendre @, (a,, y) = 0. Soit % le module d’absoluc
continuité de¢ @, correspondant au nombre posi-
tif ¢, et soit O = U [, B], un ouvert situé sm

1%/ X R, tel que les points (o) (By) appartiennent
aE, ;et |0 > . Onaura:

% F, 60— F, ()] =
/[0, (0 — 0., () — @ o, () + Oy, ()] <
Ainsi F; (y) est A.C. sur E,.
Enfin comme il est clair que F,o(y) est countinue

F, (v) est A.C.G., pour presque tout x,.

I1.2. — Remarque 2. — Le calcul dec F, (y) peut

. . e, ., oF
se faire & partir de la dérivée premiére P [xo ¥]
y
supposée connue presque partout.

C’est une conséquence immédiate de la remarque
qui précéde et du fait que sur presque toute paral-

lele a Oy, les points ol 5, ¢st connue forment un
y

ensemble partout dense.

I1.2. — Remarque 3. — Pour tout H C q,, il
existe une portion T, un intervalle K et un en-
tier n,, tels que :

t=HnK 71:CEnx

C’est une conséquence immédiate du théoréme
de Baire. En particulier :

IL.2. — Remarque 4. — Il existe un ouvert 0,
partout dense sur (g, tel que pour tout intervalle
Sfermé q tel que :

qCO,
F soit A.C. sur q.

O, est la réunion de tous les intervalles ouverts
dans lesquels f est sommable.

On appellera F,, I'ensemble q, — O,.
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- Blapreds 11.2.3., il existe une portion = = F; n K,

n C E“1’ sur Enl onaura F (x, y) = @, (X, y),
1

To (x, y) étant A.C. sur q,.

IL3. - Calcul de F (x, y). — La méthode que

nous allors exposer repose sur le caleul totalisant.

Il nous suffira ’expliciter la premiére étape de ce
calcul. 1.e. le caleul de F, dans Pintervalle K
[oer, o2 501, Bo] défini en I1.2.3. ot H est remplacé
par E,.

K sera un intervalle ol la restriction FJE,; sera
sommable ; et K n E, # @. |

L’ouverlt O; n K comprend une famille au plus
dénombrable, et partout dense de partics annexes

(D), telles que'®, n K = U (D).

ni
Sur le fermé B, = K — 0y, F est égale & @, .
n1 ) 1> N n1
[8

'Notis envisagerors deux cas :

£
4

oo 1L 3, 1eT cas. — <Il)m1 (x, v) est nulle sur Enl.

Dans chague domaine D, on peut calculer
F (x, y) avec uns indétermination que nous allons
indiquer.

Sur tout intervalle fermé q C D, { est sommable ;
.on peut dorc trouver de proche en proche, en
utilisant des rectangles accolés, la valeur de la
primitive I daps [ dans D, 4 une expression de la
forme ¢ (x) -+ ¢ (y) prés.

Pour calculer F dans K sur une paralléle a Oy,

oF

(’abseisse x4, on notera que — (X,y) est

.' > .
totalisable (11.2.2.) ; ;F dans D, est déterminée
Sy

d une fonction totalisable 'y pres.

. . . . | O>F
Parailleurs il résulte de 1.6.2. que sur \[E"l bf (x,y)
- L

sat Teaal 3 M .
est Hgul A S (x,y),

presqiic partout. Si on se donne la fonction ¢ (x),
0N aura ¢ E

9 . 3 - r
c’est-d-dire  a  zéro,

~

oy
¥

K . \
et - (x,y) étant totalisable, I est connue dans
oy R .

¢F
F (xgr ) o Go 9 ds E b0 + 8 W

K aves,l'indétermination annoncée.
RI ) G 8 LA TN

IL. 3-2¢ cas. — @, (x,y) n’est pas supposée nulle.
1

Onsc raméne au cas précédant en prenant pour
(D"1 une fonction A.C. dans K, simplement assu-
jettic a avcir pour dérivée seconde mixte f sur E .
1

(Il y a une infinité de sclutions).
@, dtant ainsi fixée, on raisonne comme pré-

n, EUEG » - p

1
cédemment, en substituant & F la fonction :

G (X’ Y) = F (Xﬂ V) - (Dnl (X5 y)

et a f la fonction, déterminée presque partout et
totalisable
52

f(x) _W G (x,y)

I1.3.3. — Conclusion. — 1l est clair que les inter-
valles, tels que K, forment une famille partout dense

(K)) el 5 s0it Oy = U (K).

On pourra raisonner sur le fermé F, = q, — O,
comme on vient de le faire suc F.

Draprés 11.2.3, il existe une portion =' de F,,
appactenant a 'un des E,, i.e. sur laquelle f sera
sommable.

Soit =" = F, n K.

n’

On. calculera F dans K’, comme on vient de le
faire dans K, les intervalles (K;) étant substituds
aux intervalles dénommés q dans 11.3.1, et on aura F
dans K’ avec une indéterminée de la forme :

¢ (x) + ¢ (y). ' SN

Bien cntendu Pindétermiration dans les (K;)
sera précisé par le choix des-foactions ¢ et ¢ dans K.

La famille ¥y, F,,..., F, étant strictement décrois-
sante, on aura Fy = @ pour un ordinal au plus
dénombrable « = o,

Et notre procédé de caleul aura donné F (M),
VM € (y, & ure expression de la forme :

9 (%) -+ ¥ () prés.

IL. 4— CAS PARTICULIERS

Nous terminerons en indiquant divers cas parti-
culiers, ot la méthode précédente se simplifie, et ot
le caleul de lintégrale double peut se faire par
intégrations successives, comme pour les fonctions
sommables.

Il ¢’agit de cas ol la fonciion F posséde, pour
presque toutes les valeurs de x, une dérivée partielie
en x, F', qui remplisse des conditions suflisantes
pour &lre une primitive de y — f (x, y).

C’est ce qui aura lieu si le critére suivant est
vérifié : F', est dérivable en y pour presque toutes
les valeurs de y. On aura alors :

7y
/ f(x, s) ds

powr presque toutes les valeurs de y 5 puis ¢

/‘X
4

puisque F est continue et 4.C.G. en x et a pour
presque tout x £, comme dérivée partielle.

(% y)

Fi (s, y) ds

F(x,v)
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Clest ce qui a lieu dans les cas suivants.

Premier cas. — F posséde unc différentielle
seconde. — Si F posséde la différentielle seconde £
en tout point M (x,y) de qq, F vérifie en ces points
une égalité de la forme :

IANF;x,x +hy,y+ k —f(x,y) hk! =
e (h, k) |hk.|

ou ¢ (h, k) tend vers zéro avec |h| -+ [kl
F est évidemment continue.

Par ailleurs, il résulte de 1.5. Théoréme 1 que
F(x, y) a f (x, y) comme dérivée approximative
partout, ot de 1.5. Théoréme 3 que F(x, y) est
A.C.G. dans q,.

D’aprés la propriété des différentielles secondes,
F est alors continfiment différentiable en x, et sa |
dérivée particlle F', cst elle-méme dérivable en y
et de dérivée f. (On a d’ailleurs les mémes corclusions
en échangeant x et y).

Le critére précédemment énoncé est vérifié, d’olt
P’énoncé ci-aprés :

I1.4. — Proposition 1 : Si la fonction F posséde
une différentielle seconde mixte finie f, en tous les
points de qq, F est la totale indéfinie de f et le calcul
de F & partir de { peut se faire par intégrations
successives. ‘

Deuxiéme cas. — Validité de la formule de
GREEN. — P désignant une fonetion continue partout
dérivable en x, la formule ci-aprés :

- |
//‘dex Ay — / P (x, y) dx

/Aq

w’a de sens que si la fonction est totalisable,

ce qui exige que le second membre soit 4.C.G.,
propriété qui n’a rien d’automatique.

Appelons [] (q) ce second membre, qui est une ‘
fonction d’intervalle additive et continue. |

I est clair que [ ] (q) définit une fonction de point
[1 (. y) (Cf. 1. 1) et que = a pour dérivée partielle

en x.
H,x = P(x,y)

qui est continue et dérivable en vy.

Ainsi la formule (1) a un sens si la fonction :

P (x, v) dx
Aq

= ()
est A.C.G.
On peut encore énoncer la proposition suivante :

II. 4. — Proposition 2. — Pour que la formule de
GREEN :

bP d(/\ dy =

Q-

Pdx+ Qdy
Qo
soit valable, il suffit que :

— Les fonctions P et Q soient bornées.

. QP . .
— Les fonctions —Q, — partout définies soient,
: 0X oy

chacune, totalisables dans q,.

Manuscrit regu le 15 mars 1970
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