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Résumé

Etant donné un couple aléatoire XY de fonction
de répartition F(x, ¥) Serge BERNSTEIN a montré que
s1 Y est en corrélation dure par rapport & x et Xen
corrélation dure par rapport & ¥ et si F(x, v) est de
classe C3, alors ou bien X et Y sont indépendantes
ou bien le couple XY obéit & une loi de Bravais.
Nous montrons que, si les lignes de régression sont
linéaires, la conclusion est valable quelle que soit
F(x, y). D’autre part, nous nous servons de la notion
de la corrélation dure de S. BERNSTEIN et de la
notion de corrélation isogéne de SARMANOY pour
associer 4 tout couple aléatoire XY un couple plus
simple X*Y* sur lequel les notions de régression
et de corrélation ont une interprétation géométrique
trés simple. On retrouve ainsi notamment r%, »?
et les indices de connexion de Gini.

Summary

Let X Y be a given pair of random variables and
F(x, v) their distribution function. S.N. Bernstein
has shown that if Y is in hard correlation with x and
if X is in hard correlation with y and if F(x, y)
belongs to the class C3, then, either X and Y are
independant or the pair XY follows a Bravais’law.
We show here that if the régression curves are
linear, then, the conclusion is true whatever F(x, )
may be. On the other hand, we use Berstein’s notion of

hard correlation and Sarmanov’s notion of isogenous :
correlation to associate with every pair of random

variables XY another simplier pair X* Y* on which

the notions of regression and correlation have a very

simple geometric interpretation. Thus, we find
again, specially, 72, »? and Gini’s connexion
index.

Considérons un couple aléatoire XY de fonctions
de répartition F(x, ¥).

Etendant légérement les définitions de S. BERNs-
TEIN qui ne considére que les cas des couples aléa-
toires possédant une densité de probabilité, nous
dirons que Y est en corrélation dure par rapport a x
si il existe un systtéme admissible de fonctions de
répartition liées F, (y) tel que, quel que soit x, on
ait F, (v) = C[y - «(x)] ou C est une certaine fonction
de répartition fixe.

S. BERNSTEIN montre alors que si les dérivées des
5 premiers ordres de F(x, y) existent et si Y est en
correlation dure par rapport & x et X en corrélation
dure par rapport a y, alors, ou bien X et Y sont
indépendantes ou bien le couple XY obéit a une loi
normale.

Jai montré que si on suppose les lignes de ré-
gression linéaires on peut se libérer de toute restric-
tion conservant la dérivabilité. Soit en effet (cf.
FERON et FOURGEAUD 1) ¢ (1, v) la fonction caractéris-
tique du couple et ¢4 (v) la fonction caractéristique
associée & F, (v) on a :
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Soient ¥ = ax et x = by les lignes de régression
de Y en x et de X en y on aura :
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donc ¢(u, v) = ¢, (v) ¢ (v + av, 0)

= ¢, (u) ¢(0, v + bu)
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¢ (0, v) #(u, 0)
avee ¢y (2) = . (a/p:()) [} (u) = 4,(()’ bu) (4~)
o(u + av, 0) #(0, v)
done glu, vy s(av, 0) )

#(0, v - bu) ¢ (u, 0)
 5(0,bu) - ®

or (i, ¢) ne peut sannuler en un point My (g, ve)
sans quoi ’aprés le second membre de (5) ¢(w, v)
doit "annuler soit sur la droite u + av = uy + @ v,
<oit =ur la droite v = p, donc au point M; (ou M’;)
de la drotte v+ bu. Le troisitme membre de (5)
devant aussi ®’annuler, il est nécessaire qu’il soit
nul =oit sur la droite v - bu == 0 (ce qui est impos-
<ible ¢ devant étre égale & 1 a Porigine) soit en M,,.
On voit alnsi que ¢ doit s’annuler en une suite de
points Mn qul tend vers 0 ce qui est impossible en
vertu de la continuité de ¢ a origine.

On peut done prendre les logarithmes  des
deux membres de (5) et on ad(w, v}y = Gy (v -+ av) +
D) = Hifr -+ bu) + Po(w) (6) donnons a u et d v dex
aceroissements /et £ tels que k£ = -bh

Glu + ar + (1 — ab)h)y — Glu 4 av) =
Dol N by (1) g (v k) — 4y () supposons
a2 1 (sans quoi les variables aléatoires XY sont
indépendantes) alors AG (v + av) = Ads (1) +
Sy (@) (7) done G est fonction linéaire de u == av
et G est un polyvnome du second degré,

Il ’ensuit que si on exclut le cas trivial de lin-
dépendance, la loi normale est la seule loi pour
taqquelle on a corrélation dure de X par rapport
A v et Y par rapport @ X les lignes de régression
érant des droites.

Par contre, si on =e pose le probléme de Berns-
TEIN en supposant quune version de la fonetion de
()

[v  a(0)]] on obtient une légére généralisation de la

répartition lide est de la forme F (v) =

notion de corrélation isogéne de Sarmanov el on sail
dans ce cas que plusieurs autres surfaces répondent
& la question.

Si maintenant nous nous posons un probléme
concret quelconque, nous constaterons générale-
ment que nous ne savons pas le résoudre sur le
couple XY proposé mais qu’on le résoud aisément
pour un couple X*Y* obéissant a une loi normale.
Les calculs faits dans la pratique aboutissent ainsi
d substituer au couple donné initialement un certain
couple aléatoire X*Y* qui vérifie les conditions de
BER~NsSTEIN. Ce couple est généralement choisi de
maniére que les moments des deux premiers ordres
de X* Y* solent les mémes que ceux de XY ce qui
détermine entitrement X*Y* chaque fois que X et Y
ne sont pas indépendantes,

On peut dire que ce procédé aboutit & prendre
pour couple X*Y* un couple dans lequel les lois
marginales de X* et Y* ont mémes movenne et
ménie variance que ceux de X et Y et dans laquelle
les ceefficients de corrélation =ont les mémes. Il est
remarquable de constater que la droite de régression
de Y* en a est aussi la droite de régression ajustée
par la méthode des moindres carrés, la distance
«moyenne » du couple aléatoire XY a cette droite
représentant 1'écart type lié du couple aléatoire
X*Y*, Telle est I'idée qui m’a conduit & considérer
le couple aléatoire X*Y* classique comme bien
défini quand on s’est donné :

1o La loi marginale de X* ;

20 La ligne de régression de Y* en v

30 La fonction de répartition lide, abstraction
faite du parametre de position @ C.

Cest Ta théorie que Jai développée dans Feron (1)
sans  toutelois  mentionner  son  inlerprétation
géométrique.

Dans le cas ot on choisit cex 3 données de la
maniére qui a été indiquée précédemment, il =c
trouve ue le couple X*Y* obéit & une loi normale
de sorte que X* est aussi en corrélation dure par
rapport & y de sorte que ce couple obéit & une surface
de BERNSTEIN,

IIn’en va plus de méme =i nous imaginons d’autres
procédés plus logiques pour le choix de 10, 20, 30,

Ceci nous améne a dire que :

a. Un couple aléatoire XY obéit & une loi de
S. BERNSTEIN généralisée si il existe une version de
la fonction de répartition liée F (v) qui reste in-
variante & une translation peés IF (v) = Cly  a(y)].

lei on n’impose plus rien & I,(x). Dans le cas on
une  densité existe, une « surface e BErRNsTEN
généralisée » apparaitra  donec  comme  engendrée
par un fil de fer rigide, représentant la densité de
prababilité e [ (v) elv a(x)] qui se déplace
sans déformation de maniére qu’un de ses points
se projette sur la courbe a(x) ;
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b. Nous dirons au contraire que le couple XY
obéit a une loi de SarMaNoOv généralisée si la fonction
de répartition liée ¥ (v) reste invariante a une
translation et 4 une homothétie prés. ¥ (v)
Clay) v a(x)f. '

Dans le cas ot existe une densité, ceci équivaut
A supposer que la densité lide peut subir une dé-
formation  ¢lastique,

Ce =ont les définitions a et b dont je suis parti
dans FeEron (1) pour élaborer une nouvelle théorie
généralisant les notions de régression et de corré-
fation.

11 est remarquable de constater que nous pouvons
retronver ainsi les notions classiques de régression
ainsi (que tous les indices de corrélation importants.
Nous retrouvons ainsi le earré du coeflicient liné-
aire 72 le rapport de corrélation de PEarson 77 les
indices simples et quadratiques de connexion de
Gini. Par contre nous ne retrouvons pas les indices
donnant, ¢quand le nombre de cases du tableau tend
vers infini, des valeurs tendant presque toujours vers
0 ou 1 comme ceux de Jordan, Geiringer, Tschuprow.
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Nous pouvons évidemment généraliser i un couple
de vecteurs aléatoires les notions de lois de BEr~s-
TEIN et de SARMANOvV. On retrouve ainsi notamment
les notions de coeflicient de corrélation partielle et de
coefficient de corrélation multiple.

T est d’ailleurs bien évident que 'on peut égale-
ment appliquer lex méthodes précédentes a la
plupart des problémes concrets de probabilités oude
statistique. Je pense ici plus particulicrement 2 la
théorie des tests. Dans ce domaine aucun travail dans
cette voie n’a été fait & ma connaissance.

Manuscrit re¢u le 20 aotit 19606.
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