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RESUME

Dans les logiques métriques divalentes les
valuations des propositions forment un ensemble
non dénombrable : Tintervalle [0,1]. En outre,
on se donne un ensemble E de véracités a, soumis
A certaines conditions, et la valuation v est v = V (a),
V application réciproque de E sur [0,1]. L algébre
propositionnelle générale des logiques métriques
divalentes est alors construite a partir de 4 axiomes.
Elle contient la logique classique (non métrique)
comme cas particulier.

Elle est appliquée d’abord au cas ot E = [0,1]

|

et ot V est I'application identique. On obtient ainsi |
Pr q

une logique métrique dans laquelle la contradiction
peut avoir un degré de vérité non nul mais ne peut
pas étre vrale ; pour cette raison cette logique est
appelée quasi-dialectique. La réduction booléienne
de cette logique est la logique classique.

Ensuite, Palgtbre générale est appliquée au cas
o E est ensemble des nombres complexes a de
module 11 << 1 et ot V (a¢) = 1a® On obtient ainsi
une logique métrique dans laquelle la contradiction
peut étre vraie et qui est appelée dialectique pour
cette raison. La réduction booléienne de cette
logique est la logique dialectique booléienne, qui
n'est pas métrique.

Toute logique métrique divalente engendre une
théorie des probabilités : la logique quasi-dialectique
la théorie classique des probabilités, la logicque
métrique dialectique la théorie quantique des
probabilités. Le raisonnement prévisionnel proba-
biliste procéde d’une logique métrique et non de la
logiue classique.

AXIOMES ET DEFINITIONS

Par définition, une logique est métrique si I'en-
semble des valuations n’est pas dénombrable. Dans

les logiques métriques divalentes, cet ensemble est -

I'intervalle [0,1]. v désignant la valuation (ou degré

de vérité) d’une proposition (ou énoncé) A,
A fausse <> v = 0; A vrale <> v = 1; A approchée <
0 < v < 1. La valeur en logique métrique devient
une grandeur continue mesurable, d’ott le quali-
ficatif « métrique ». Nous posons ci-dessous les
définitions D et les axiomes A fondamentaux.

D;. — Un ensemble est un demi-anneau (com-
mutatif) s’il existe deux lois de composition interne :
Paddition, commutative, associative, admettant un
élément neutre noté 0 (mais pas nécessairement
d’opposés) ; la multiplication, associative, distri-
butive, admettant un élément neutre (mais pas
nécessairement d’inverses).

Nous désignons par I un ensemble non dénom-
brable dont la structure algébrique est au moins
celle d’un demi-anneau ; F est donc un demi-anneau,
OU UN anneau, ou un corps.

Axiomes

A,. — Toute proposition A est dotée d’une
véracité a, élément d’un ensemble E qui est une
partie, non dénombrable et stable pour la multi-
plication, de I’ensemble F.

A,. — Toute proposition A est dotée d’une
valuation v € [0,1] telle que v = V (a), V application
réciproque (1} de E sur [0,1] soumise aux conditions
suivantes

V31I0) =05 Vg a) =V (a) V (ay)

Ay, — Si A¥, de véracité a*, désigne la négation
ou contradictoire de A, on doit avoir :

V (¢ + a*) 1

Soient données n propositions A;, i = 1, 2... n,
s . % S,
de véracités a; et soient a; les véracités de leurs
contradictoires.

(1) Mais non nécessairement biunivoque.
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D,. — Une proposition composée (ou coordination
logique ou expression logique) d’ordre n est une

proposition dont la véracité ¢ est une fonction des
*
a; et des aj.

c = f, (ag, af , Uy, a:... a,, a:)

f, a ses valeurs dans I ; elle ne détermine une
véracité que si ¢ € E. La condition d’existence
d’une proposition composé définie par f, est done
¢ € E ou, ce qui est équivalent, V (c) € [0,1].

A,. — f, est un polynéme dans lequel chacun des

indices 1, 2... n doit figurer au moins une fois et |

dont tous les coefficients sont égaux a l'unité.

La condition V (a;, @) = V {(ay) V (a,) exige la
stabilité de E pour la multiplication car [0,1] posséde
cette stabilité et la fonction V est réciproque.

Deux corollaires immédiats se déduisent des
énoncés 4 et D ci-dessus. Tout d’abord, il résulte

de 4, que V (0) = 0.

En second lieu, si e désigne 1’élément neutre de la
multiplication des véracités, on a V (e.e) =V (e)
et A, =V (¢) . V (e) = V (e). La solution V (e) = 0
de cette équation est i rejeter car A4, entrainerait
e = 0 ; reste donc V (¢) = 1.

Une proposition composée s’écrit a 'aide des
symboles A; liés par des symboles de coordination
logique : nous allons dorénavant introduire ces
derniers.

Conjonction et complémentarité

Appliquons A4, au cas n = 2. Parmi les poly- .

némes f, figurent le mondéme a; a, et le poly-
néme a, + ds.
D,. — la conjonction de deux propositions A,

et A, est la proposition composée, notée A; A A,
dont la véracité est a, a,.

Dyet A, = v (A A Ay =V (4 a)) = V(a,) V(ay)

D’aprés A, la conjonction est commutative.
De la stabilité de E et de [0,1] pour la multiplication,
il résulte que V ay, ¥V ay, A; A A, existe.

Comme en logique classique,

v (A) =v(A) =1e oA AAY

=1
vA)=0=0v (A ANAy) =0,1 =12
Par contre, D, == v (A A A) = V(a?) =[V(0)]%

En général donc, sauf siv (A) = Oousiv(A) =1,
la conjonction n’est pas idempotente en logique
métrique.

dont la véracité est a; -+ ay. D’apreés 4, la complé-
mentarité est commutative. Elle n’existe que
sl ay + a, € K.

Lorsque a; # 0 et a, # 0, pour quev(A; M A,)
= 0 il faut que a, + a, = 0, donc que I'addition
des véracités admette des opposés.

Négation et contradiction

Lorsque n = 1, figurent parmi les fonctions f;
le polyndme a + a* et le monéme aa*.

Aset Dy = v (AMA¥*) =V (e + 0% =1:
la complémentarité de deux contradictoires est
toujours vraie.

D,. — Posons a + a* = u ; u est un négateur
de A si les trois conditions suivantes sont remplies :

uek
V (1) == 1 ; u véracité unitaire (d’aprés A,)
Lu—a =a*ekE (dapres 4)

En général, ces trois conditions peuvent étre
satisfaites par un ensemble de négateurs de A ;
alors la contradictoire A* dispose  priori, a une fois
fixée, d’'un ensemble de véracités a* (u). Cest donc
le choix d’un négateur qui, dans un probléme de
logique appliquée, fixera la véracité de la
contradictoire.

Si u est un négateur de A, il est aussi un négateur

de A*. En effet,
veE; V) =1;u —a* =ack

D,. — La conjonction d’une proposition et de
sa contradictoire est appelée contradiction.

Ay, Dy, Dy =v(A A A¥) =V(aa*) =V(a). V(u—a)

En logique métrique, une contradiction n’est
pas nécessairement fausse. Elle peut étre vraie ;
alors :

(A A AR = 1 < o(A) = p(A%) =1

Dans ce travail nous élaborerons deux logiques

¢ métriques particuliéres : dans I'une, appelée quasi-

dialectique parce que la contradiction ne peut y
étre vraie mais peut é&tre approchée, E = [0,1] et
V(a) = a ; dans lautre, appelée héraclitéenne ou
dialectique parce que la contradiction peut y étre
vraie, les véracités sont les nombres complexes
de module a1 € [0,1] et V (@) = ¢ Nous avons
montré par ailleurs {II] que la logique classique
est propre i Pactivité analytique ou abstraite de
la pensée tandis que la logique dialectique (et dans

D,. — La complémentarité de deux propositions | une moindre mesure la quasi-dialectique) est propre
A, et A, est la proposition composée, notée A; M A, | & son activité synthétique ou concréte.
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ALGEBRE PROPOSITIONNELLE GENE-
RALE DES LOGIQUES METRIQUES (1)

Propositions composées normales

D,. — Une proposition composée d’ordre n est
dite normale et le polynéme PE qui détermine
sa véracité est dit normal si ce polyndme est homo-
giéne de degré p, si dans aucun de ses mondmes
il 1’y a de répétitions d’indices et si aucun mondme
nest répété.

D,. — Un polynéme normal est dit complet et
noté P, s'il comprend tous les mondmes de degrép
permis par l'analyse combinatoire.

Il est aisé de voir que les polynémes normaux
complets peuvent étre formés & partir des complé-
mentarités de contradictoires A; M AT, de véra-

cité a; + a* = u;, ¢ = 1, 2... n.. On a en effet :
51 *
P = zi:(ai +oay) = 12 U;
2 N ' )
Ph= Z(a; + af) (g X af) = Z u; uy.

(ij) (ij)
ot (ij) désigne une combinaison de deux indices ;
2 2 ~ s
P, comprend 2% C, mondmes de degré 2.

De méme,
3 o ES * *
| ! J—
Py = 2‘ (a; + a;) (a; + af) (@ + a) =
(ijk)
(”Zk) u; u; wy ol (;;) désigne une combinaison de
ij

o 133 -3 A .
3indices ; P, comprend 23C, mondmes de degré 3.
Et ainsi de suite jusqu’a

D * * *
Py =(a; + ay) (ay + asg)... (@, + an) = vy u,...
u, qui comprend 2* mondmes de degré n.

Toute proposition composée normale a une
véracité égale soit & I'un des mondmes d’un poly-

ndéme normal complet, soit 4 une somme de plusieurs |

de ces mondmes.

D, — Une famille p de propositions composées
normales d’ordre 2 contient toutes celles qui dérivent
du polynome normal complet Ph. Au sein d’une

méme famille, les propositions peuvent étre classées |

en groupes selon le nombre des mondmes de P}
qui composent Pj.

Propositions binaires normales : famille 2,
groupe 1

2 # % *
Py = a;a, + a;a, + a; ay + a; a2 =u,u,y

(1) ou logique métrique générale des énoncés.

Le groupe 1 est celui des propositions binaires
dont la véracité est la somme d’un nombre impair
A B2
de mondmes de Ps.

Les mondmes de Ps sont les véracités respectives
des conjonctions A; A A,, A} A Ay AT AAS
et A;k A A: qui existent sans conditions.

R * % *

D,,. — Le polyndme a, a, + a4 ay + ay =
u; uy — ay ay est la véracité de la proposition
appelée incompatibilité de A; et A, et notée

®
ATV AL

L’incompatibilité existe si A; A A, admet u; u,

comme négateur. Alors, d’aprés 4, D, et D,, on a:
* * *
v (Al V Ar) = o[(A A Ay

, o, * * , N
et la véracité de A; V A, est fixée, une fois

, . * *
fixée a, g, par le négateur u; u,. A; V A, est
‘ commutative.
* * % %
‘ Dy a0y + aya, T Gy = Uy Uy — ay Ay
est la véracité de la proposition composée appelée
! disjonction de A; et A, et notée A; V A,

La disjonction existe si Ay A A: admet u; u,
comme négateur. Alors,
* %, %
v (A V Ay = v (A A Ay)T]
et la véracité de A; A A, est fixée, a; a: une
fois fixée, par le négateur u,; u,.

* * % *
Dy, a ) + a a; + Gy Gy = Uy Uy — ay Gy
est la véracité de la proposition composée appelée
implication de A, par A, notée indifféremment .
*
Al V Ajyou A =+ A,
. . . . . *®
L'implication existe si A} A A, admet u; u,
comme négateur. Alors,
% *
v (A =~ A) = 0 [(A] A AT
et la véracité de A; — A, est fixée, une fois fixée
* ,
a, ay, par le négateur u, u,.

*La condition d;existence de Af VA;< , AfVA,,
A VA, et AjV A, est la suivante :

Condition C,. A; et A, étant deux propositions
quelconques, Ju; négateur de A; et Ju, négateur de
A, tels que uyu, soit un négateur de A; A A,

En effet, si E et la fonction V peuvent remplir
cette condition, alors A \/A;k existe, mais comme

. . * *
u; est aussi un négateur de A; et u, de A, les autres
disjonctions peuvent exister aussi.

Propositions binaires normales : famille 2,
groupe 2

La véracité d’une proposition de ce groupe est
| la somme d’un nombre pair de monémes de Ps.
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Dy aa; - a;a, est la véracité de la pro-
position composée appelée concordance et notée
A2 A,

* ’ LN
D, aa, -+ aja, est la véracité de la pro-
position composée appelée discordance et notée
Al X Az.

Condition C,. A; 2 A, existe si Ju,; négateur
de A; et Ju, négateur de A, tels que @, +
1 2 Neg 2 q 102

*
aya, €E.
Condition C;. A, > A, existe si Ju; négateur de
3 A1 2 1 g*
, *
A, et Ju, négateur de A, tels que a,a, + aja, €k

Si C, et C, sont satisfaites, alors

Ay 2 Ay = v [(A; X Ap)*] et v (A X Ay
v [(Ay & Ay*l.

I

ce
-+

Nous laissons de ¢6té les coordinations de
groupe dont les véracités respectives sont a,a,
* * * * %
Ay = UgQy, A1y + Ay Ay = UyQy, Aydy —+ Ay Ay =
* * * % * ,
wa et a;a, + a ay = uya; et dont les degrés
de vérité sont déterminés par la véracité de l'une

.. * ES
seulement des propositions Ay, Ay, A,, A,.

Propesitions binaires normales : famille 1

t
-
H

!

5l k) X
Py =a,+ay+a, +a = u 4

Uy.
Nous avons déja défini la complémentarité.

* , . 3
D,;. a;, L+ a, est la véracité de la complémen-

tarité inverse de A, et A,, notée Ay MA™.

Condition C,. Ju; négateur de A; et Ju, né-

ay ¢E alors o] +

gateur de A, tels que si a; -

*
a, € E.
A noter que dans C; les véracités interviennent
et pas seulement les négateurs. C, satisfaite, si
i * * . s
AMA, nexiste pas, alors A] MA, existe et réci-
proquement.

Dy a, + a; est la véracité de la proposition
composée appelée équivalence et notée A, — A,

La dénomination « équivalence » est due a ce que

a, = ay = (A, — A)) = v(A; — Ay =1
En effet,
% *

a,+ ay, =a;—ay, +usetay + a; =a,—a; +uy

ay, = ay = v(A, — Ay) = V(i) = letov(A;— Ay
= V() =1

C, satisfaite, I'une au moins des deux équiva-
lences, A, — A et A, — A, existe puisque A;—A, =
AMAS et Ay — A, = AT MA,.

' Tableau des principales propositions bi-

‘ naires normales
|

Notation Nom Véracité
A; AA,  Conjonction e
% * RN
A"V A" Incompatibilité wuu, - a;a,
n : .. . k%
Famille 2 ﬁ A;V A, Disjonction Uiy —~ @y Qg
Groupe 1 | = y,a;, + wa, — a,a,
. . %
A;—A, Implication Uylly —— (g
= uylty — ay (Uy — ag)
* %
Aj2A, Concordance  aya, + aja,

Famille 2 | = wu, — (usa, + thay) + 2a;a,

|
|

9 9 . * *
Groupe 2 A, X A, Discordance ais + aga,
= uya; + wya, — 2a,a,4
AMA,  Complémentarité o, 4 a,
* % » 2
A MA;  Complémentarité
. * *
inverse a;, + a,
. =, L opy —
FFamille 1 < = th T U (?1 + ay) N
A, — A; Equivalence a; + ay
=ay 1 Uy — X
A, — A, Equivalence a; -+ a,
U=l — a; + a

Propositions normales d’ordre n : familles 1

et n

Nous ne retiendrons ici que ces deux familles et
seulement quelques unes des coordinations qui les
composent.

Dl *® % *
Po = a + age. + 0, + a; + ay... +a,
Uy + Uy, + Uy,

1’addition des véracités est assoclative (4,) mais
la complémentarité ne Pest en général pas. Nous
écrirons en effet dans tous les cas Ajp\A; MA; la
proposition composée dont la véracité est ¢ = a; +
a; + as, c €E. Si et si seulement A;MA, existe
(a, + a,€E) et Ay M Aqexiste (ap + azeB)ilya
associativité, vésultant de celle de l'addition des
véracités; (A;MA) MAy, A M (A M Ag) et A M A,
M A, ont alors la méme véracité a; + a; + as.
La complémentarité des n propositions A;, commu-
tative, est donc la proposition composée, tirée de
Pl, Ay M Ao M A dont la véracité est a; -+
g + Qg

On aura de méme la complémentarité inverse de n
propositions, commutative mais non associative en

sz * , * %
général par rapport aux A;i, notée A; M A, ..
* L., =% % *
M A, et de véracité @ + ay ... + a,.

Si Vensemble E et la fonction V satisfont a C,,
alors quand la complémentarité n’existe pas la
complémentarité inverse existe.
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= . ) *
(Kl (e 1 atd) (as 1 oag)e. (a, 1 )

Uy lyeee U,

l.a multiplication des véracités étant assoclative,
la conjonction P'est aussi car elle n’est soumise a
aucune condition ’existence.

Ay A AL S ADL AL A ALY A Ajet A A A, AN A,
ont toujours méme véracité ay a, ag.

La conjonetion des n propositions A, commu-
lalive et associative, est done la proposition composée
notée A; A A,.. A A, dontlavéracité est a4, ay... a,.
qui est I'un des mondmes de P .

Si €, est satisfaiste par wauy et par u lialls,
I'incompatibilité ;\;k vV o(ArV Ay) existe, elle est
alors la négation par le négateur uy (uguy) == 1ylyuy
de la conjonction Ay A (A, A Aj), identique a
AL A Ay A Ag Sioen outre wu, satisfait & Cp,
Pincompatibilité (A V AJ) V A existe et elle est
anssi la négation par le négateur wuyuu, de la
conjonction Ay A A, A Ay On voit que sila condi-
tion C; est satisfaisante partout ol elle est nécessaire, il
existe une incompatibilité de A, A, et A;, commu-

. . . * *
tative et associative, que lon notera A; V A,
vV oA; et qui aura pour vVEracité ety - (ydy 3
plus généralement, il pourra exister une incompa-
tibilité commutative et associative des n propositions

A; notée A] V AS V \j et qui aura comme

véracité wug...u, - ayay ... a@,. Mals on peut aussi

comme pour ka complémentarité, noter dans tous les

cas A VA LW AT T proposition composée,

non associative en général, de véracité wu, ... u,
yfly oo .

De méme, grice & un choix convenable des
négateurs, il pourra exister une disjonction des n
propositions A;, commutative et parfois associative,
notée Ay VA, 0V A et de véracité wu, ... u,

E E3
Sy g L (.

Réduction booléienne d’une logique métri-
que. Logique classique

La réduction booléienne d’une logique métrique
divalente consiste a4 réduire Pensemble [0,1] des

valuations 4 I'ensemble { 0,1 } : en conséquence,

Pensemble 15 des véracités ne conserve que son
élément neutre 0, puisque P11 (0) = @, et
Pensemble des véracités unitaires. On  obtient
ainsi une logique booléienne, non métrique puisque

1 0.1 J est dénombrable.

Nous allons montrer que la logique classique
est 'une de ces réductions booléiennes, qu’en
(Cautres termes la logique métrique générale des
¢noneés contient la logique classigque des énoneés
comme cas particulier,

En effet, Palgébre  propositionnelle  classique
tout enticre peat se déduire de fa valuation de la
négation et de celle de la conjonction, en définissant
A partir de celle-ci et de proche en proche les autres
propositions composées. Nous savons déja que si
les valuations de A, et de A, sont booléiennes celle
de Ay A Ay est ko méme en logique métrique générale
qu’en logique classique.

fn ce qui concerne la négation, il découle
de a -+ a* = u, de VI () =0, de V(U) == 0 el
de V(i) = 1 que:
vit, v(A) = 0 = p(A*) =1
vit, t{A*) = 0 = v(A) =1

que s1 »(A) == 1, on peut choisir v = a comme
négateur car a € K, V(a) = 1 et u a=0¢k,

de sorte que
v{A) =1 = v (A*) = 0 a condition que u = a
et que, de méme,

v(A%) = 1 = ¢(A) = 0 a condition que u = a*

La valuation de la négation métrique peut done
bien étre rendue identique & celle de la négation
classique, en choisissant quand il v a leu des néga-
teurs particuliers.

Que la logique métrique générale englobe le cas
particulier de la logique classique est une absole
nécessité. En effet, notre exposé méme de cette
algébre propositionnelle métrique est  développé
selon les canons de la logique aristotélicienne, en
particulier les fondements de cet exposé, qui em-
pruntent A la théorie des ensembles. Si donc la
logique classique n’était pas un cas particulier de la
logique métrique, celle-ci, minéc par une incohérence
fondamentale, devrait &tre rejetée sur-le-champ.

Nous avons, dés notre précédent travail [}, posé
en principe qu’une logique svnthétique ne doit
pas renier la logique classique mais Iintégrer dans
son systéme de relations et aussi que dans le dévelop-
pement de la connaissance Panalyse précéde et
prépare la synthése — ainsi la théorie des ensembles,
essentiellernent analytique, est-elle ici le point de
départ  d’une théorie Jogique synthétique.

Un exposé est analvtique par nécessité péda-
gogique, celui de la logique métrique demeure
rationnel parce que cette derniére sexpose en
conformité avec une logique (u’elle englobe, done
en définitive avec elle-méme,

LOGIQUE METRIQUE QUASI-
DIALECTIQUE

[’ensemble des véracités K est Vintervalle [0,1] ;
la fonction V est I'application identique : le degré
de vérité est égal a la véracité. V satisfait hien a 4,..
V() = let V(u) = u = u = 1: cette logique ne
connait done qu’un négateur unique, le nombre 1.



26 G.

VASSAILS

Négation, complémentarité des contra-

dictoires, contradiction

A, s'éerit ¢ + o = 1. La contradiction a pour

valeur v (A A A*) = a (1 — a). Elle ne peut étre
vraie ; elle est fausse si A est fausse ou hien si A est
vraie ; elle est approchée si A est approchée mais
son degré de vérité maximum est 0,25, atteint

quand a = 0,50.
Propositions binaires normales. Conditions
1a4

;2
Ps: = a; a, -+

* * %
a ay 4 a; ay +a; a = 1

Les quatre termes de P appartiennent a [0,1].
Done (1 — a; ay) € [0,1] et de méme 1 — a, ay s
1 — af ay et 1 — ar a, : la condition C est
toujours remplie par le négateur 1.

La somme des quatre termes étant 1, (a; ay +

* * *

a, a,) € [0,1] et (a; a2 ay) € [0,1]
conditions C, et C, sont également toujours satis-

. . . - % *
faites. Enfin, si a; + a, = 1 alors a; -+ a,
2-——(a, + ay) < 1caray + a, < 2:lacondition C;:
est toujours remplie aussi.

' k3
--— a4

Les degrés de vérité des principales coordina-

tions binaires normales sont alors les suivants

Conjonction v(A; N Ap) = a, a,

Incompatibilité 1)(A;'< v A;k) =1— a ay;

VAT = (A A AYT

Disjonction v(A; V Ay = 1 — a; ay —
ay + ay—ay a3 Ay V Ay = (A A \;)*

Implication v(A;, — Ay =1 — q a; —
1 —a, (1 — a)) = A, — A, = (A, AAY) =
AV OA,

Concordance v(A; 2 A,) = a; a, + ar a, =
1 — (a; + @) + 2ay ay

Discordance v(A; X Ay = a ay 4+ ai ay =
a, - ay — 2a, a3 = A X Ay = (A 2 AY*

Equivalence v (A, — A) = a; + a: = a; +
1 —a,; v (A — Ay = ay 4 ay = 1 —a; + a,

Seule A, — A, existe quand a, = a; et seule

A, — A, existe qaand a; = ay. On peut done définir
en logique quasi-dialectiqae une coordination unique
et commutative appelée équivalence
(A, — Ay = v (A — Ay) =1— |a, — a,| qui
est vraie si seulement a; = a,
Complémentarités v (A, /\/\ A) = + Qg
* i *
v(AL M A) a;, + @z = 2 — (al + ay)
Seule A; M A, existe quand (a; + as) € (0, 1)
et seule existe AT M A} quand a; + a; = 1.

Nous retrouvons lalgébre propositionnelle déja
élaborée, mais sans son fondement mathématique
et avec une nomenclature et une notation titon-
nantes, dans un précédent travail [I].

Propositions normales d’ordre n.

Nous aurons par exemple les degrés de vérité
suivants :

Conjonction v(A; N Ay)...

ATV A
s = AV Ag... VA%

A A) = ¢ as.. a,

VoAY)
= (A, A Ay

Incompatibilité v(A}
l—a,a5..a

Ag)*

Disjonction v(A; V A,.. V Ay = l—ar;lc -
af = ALV Ag. VA, = (AT A ASL AADS

Complémentarités v(A; M Ag.. M Ay

n

a, + as... + a,, définie seulement si (a; 4+ ...
+ a,) €[0,1}

vA] M AT M OAD) = — (@ f as.
+ a,) définie seulement sia; + age. +a, 2n—1

LOGIQUE CLASSIQUE

La logique classique est la réduction booléienne
de la logique quasi-dialectique. L’ensemble E des
véracités se réduit a 0,1l Il en résulte que
v(A A AY =a(l — a) = 0; la contradiction

est toujours fausse.

Examinons quelques articulations remarquables
entre logique quasi-dialectique et logique classique.
Equivalence déductive

La concordince, Péquivalence et Pimplication

+ réciproque de la logique quasi-dialectique viennent

se fondre en logique classique dans une coordina-
tion unique qui est 'équivalence classique A< A,
ou équivalence déductive. En effet, si a; et a, sont
des variables booléiennes,

v(A; = Ay = (a7 + ay) + 2ay a, =
v(Ay 2 Ay

L’(A < \) =1— |ay — as] =v (A — Ay =
(A,

Quant a limplication réciproque, elle a pour
degré de vérité en logique quasi-dialectique, en
la définissant par A;<> Ay = (A; — Ay) A (Ag— Ay,

v(Are Ay) =1 — (¢ + a)) + 20, ay +
ay ay (1 — a) (1 — ap)

Quand a, et a, sont booléiens, le troisiéme terme

. du dernier membre est toujours nul (principe de
, non contradiction) de sorte que:

v(Are Ay) = v(A; 2 Ay) = v(Ar e Ay)
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Exclusion réciproque

La discordance, la complémentarité et la complé-
mentarité inverse de la logique quasi-dialectique
viennent se fondre en logique classique dans une
coordination unique qui est 'exclusion réciproque.
En adoptant la notation de Piaget A; W A, pour
Pexclusion réciproque, on a en effet quand a, et a,
sont booléiennes :

oAy W Ay) = a; + a3 — 2a;a, = v (A @ Ay)
Ay W Ay = a; + ap = v (A; M Ay) lorsque
a +ay <1

v(A; W Ay = 2 -

lorsque @y + a3 = 1

(a, + ap) = v (A] M AY)

La premiére de ces relations est vraie ya,, ya,
(booléiennes), la seconde pour les dyades (a,, ag) =
0,035 (0,1) ; (1,0) : la troisiéme pour les dyades
(a1, ag) = (1,0) ; (0,1) 5 (1,1).

LOGIQUE METRIQUE DIALECTIQUE

Une logique dialectique ou héraclitéenne admet-
tant que la contradiction puisse étre vraie, posons
en logique quasi-dialectique v(A A A%)
a(l — a) = 1 cette équation n’a pas de racines

i
réelles mais admet les racines complexes a = e * 3,
Cest ce résultat qui conduit a élaborer une
logique métrique & véracités complexes [II]. L’ad-
dition des véracités vy étant isomorphe de celle des
vecteurs du plan, il est naturel de rattacher la fone-
tion V a la métrique de 'espace vectoriel R2. Nous
adopterons comime valuations les normes des

vecteurs.

E sera donc I'ensemble des nombres complexes
de module inférieur ou égal 3 1 et la fonction V sera
telle que V (a) = |af® : elle satisfait bien a A,.

Négateurs, contradictoires. Contradiction

Soit A une proposition de véracité fixéea = |a|c'*
(s1 @ = 0, o est indéterminé, nous conviendrons
de prendre o 0). Selon Dj, un négateur sera

ici un nombre complexe unitaire u = '@ tel que
|¢ — a] < 1. Posant ¢ = & — « (fig. 1) cette iné-

galité entraine cosep = I;‘, soit |p| < 0, 6 =
farc cos 12 |
2

En résumé,

|a]

6 ™ ™
2 6[3’ 2]

pe[-0, 0];cos8 =

|

Xy

Figure 1

— — —
a=0A;u=0U;a* =AU

Les négateurs u de A forment donc un ensemble
continu : le secteur du cercle de vérité (cercle tri-
gonométrique) d’angle 26 dont le vecteur a est
colinéaire 'a la bissectrice (fig. 2). Un négateur est
déterminé par Dlangle 9, u{p) est une fonction
biunivoque.

La contradictoire A* dispose ainsi, a fixé, d’un
ensemble continu de véracités a* (¢), a* = |a*| el®*
et Pon a: |a*|g[l-]a}, 1] ;0 = O<> |a*] = 1-]a|;
p=zx0x[o*| =1 2)

Posant w—o* = o* (fig. 2), ¢ = — § «> o* =720 ;
?=0=29¢*=0:9=0=¢* =20-7; en résumé,

?* €[20-7, =-20] = g—o* e[, =-0] (3)

D’autre part (fig. 1) on a :

au = p-g*

(4)

Xy

Figure 2

~
Lieu de U : arc NPN’, NN’ médiatrice de OA
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I 4 A
Fa contradiction veaie o(\ 5 A¥F) Viea®| - 1§ De méme Pimplication A=Ay, & la condition que
. N = . | at. |a
exige |a| - 1 don 0 = = 5 et aussi [a*| = 1 ] cos (p, + 93) = | 1I2| o
. 7 . 7 2r | Condition Cy. —- Posant o, -~ a5 = a, de ce que
dolig £ 3 et ¢* = % 3 o™ == 4 5 = o, ; 4 1 2 > I

les solutions de I'équation (A A A*) = 1 =ont done
finalement (fig. 3) :

. 21
o ei*, o queleonque 5 a® - ('I(ai ; )
. S i 3

la logique métrique a véracités complexes est hien
dialectique [I1}].

Ln autre trait caractéristique d’une logique
dialectique est que la négation de la négation ne
ramene pas nécessairement a la proposition primitive
(G.W. Hegel). On a bien, si &’ 2 u, v (A™) = V(u" -
a*) 2V (a) 1 v (A¥*) x v (A)

A
U

N\
AN

. X
\\3

N

\ 1

N

Xy

A‘ﬁ

ANA*
Figure 3
l.a contradiction vraie
Conditions C, a C;

Condition C,. — Elle ’écrit | wyuy-ayay| <1 soit,
avece les notations ci-dessus,

@) ) ]| <1
C, revient donc a |(L | |(l |
- 1t 2
COs (@1+(?2) = 2

11 existe un ensemble continu de négateurs uy {¢,)
el un autre de négateurs uy (@y) qui v satisfont (par
exciple @y +o, == 0). Ainsi  Tincompatibilité
\, v A, cexiste, dispose, a; et ay fixées, d’un
ensemble continn de véracités wuy, - @iy et Pon a

% E] *
PAL VAL = oA A Ay

De méme A} VA, existe-t-elle, a la condition que :

e . arl. la,
o il

0.

Ccos (cp:L

satisfaite par exemple siq@ | g,

Ay +ap] = | |aq|ei*+as Y, il résulte que Va, 54 0,
o 2, il lte que V

Va, = 0, |oc|22;-c = Ja, + ay| < 1 idone fay 4 ay|>

1l = |oc|<2;

Si |ay + as|>1, ce qui exige a, et ay non nuls,
A; M A, n'existe pas et selon Cy, AT M AT doit
alors exister démontrons qu’on peut trouver
effectivement des négateurs u, et wu, ftels que

Iaf 4+ a, | < 1. Il sufhit, pour cette inéquation soit

2:. D’apres (4),

a — m:gi (o1 —1) (9 - 9f) +a
Soit O <o = ;

. N & * N
satisfaite, que |o; — o | =
—-B. Dapres (3) la valeur maximum

de cplAcpl* est 7—0,>0, celle de —(p,—py) est
7--0,>>0. done

. 2r o
sup'otl* af| == 2m (0,40, + 5 B 1 5

’ * E .
car 0;4+0,<=. Il en résulte que ,~'u]>|oc1 oc2| e

. 2n - .
wisque 0<B<~- ; or la condition sufhsante est
pusq S

|d* 1*'\27:
1 % 2y
s « .
de valeurs de |o"—a3| et par conséquent de
négateurs u; (o)) et wuy(py) qui satisfont & cette
condition.
v .. 5 , . * ok - .
Condition Cy. — Elle s’écrit |aa,+ayay | <1
Comme C,, il suflit pour ¢u’elle soit remplie que

; 1l existe donc un ensemble continu

Pangle des v 3 Is *oOE ol
angle des vecteurs non nuls aia, et a;ay soit

2 27
= —;’ donc que |oz1+oc2 (et +ot2)| = 5 Ouencore
d’apres (4) que : .
* E 4T
ler  ortor—aa|=, (5)

or selon (3) :
cuplel 1+ o) ] = 2 (B0 >w
11 existe done un ensemble continu de négateurs
uy (@7) et un autre de négateurs uy(p,) qui satisfont
Pinéquation (5).
1 O ) ’ . * ES
Condition Cy — Elle s’écrit |agay +ay ay|<1 ;
étudiée par la méme méthode, elle Savére remplic
si (condition suflisante) :
* 2=
*
|<P1 ~P1t Py 9 I> 3
inéquation dont la solution est la méme que celle de
(5). T en résulte que concordance A 2A, et
discordance A, A, peuvent exister ensemble
alors "une ext la négation de Pautre par le négateur
.
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Algébre propositionnelle Equivalence
» X v(Ay—A)) =
Une algébre propositionnelle  peut donc  étre . . 2
construite sur Pensemble des véracités complexes de Jag 4wy as)?= I,,,llp'(“l — “2).1}_ P la]l  (13)
module €{0,1]. Les pr1n(‘1pale~ propositions binaires = C’est dans la famille 1 seulement qu’intervient
normales sont les suivantes. Pangle a;, — «, des vecteurs a, et a,.
Famille 2, groupe 1: Ch?rchonx quels négateurs il faut choisir pour
que sio(A}) == v(A,), Cest-d-dire si |a,| = |(12| = la|,
Conjonction N
oy 2 o, o ait (A, — A} = 1 = e(A; - Ay).
. 2 2 2
(A AN = s = ag)?. fay| i N .
o Onaalors: v(Ay—A) = [la] (¢ 1) 4 ¢ ol
Incompatibilité o == Py o Oy Pour que 1 ( Ay~ Ay =1, la condition
« w , (o, -, nécessaive ot sullisante est :
AT AN s gy ayay P , (%1 +2) « "
2 s1n (:2 - tpg) == [af sin , (15)
Jets ] Jesl (©6) A N :
. ) i De méme, pour que : v(A; — Ay = 1, la condi-
* * 3 . : -
t(ALVAY)Y = AT AAY ], négateur  wgu, o e
o ' tion est sin ( + <p1) = Ja|sin _ doli g — ¢y
Disjonction 2 2
ig @, solution de (15). L.a tigure 4 donne la représenta-
. y ; 2 P *
ANV A gy Funay— aaslt - lag]e ™ Flag]  tion géométrique ; a1 == ay et ces deux vecteurs
2

"o, _. =ont paralleles i la bissectrice OB de « ; a; -+ a; - -
¢ et ]- |as) ()
.k ,
(AL VA = o[(AF A As) ], négateur uyu,.

*
uy et a; 4+ a, = .

Implication
I 2 i
(A > \2) |uluz— ~ay(ug—ag)] = lel(%“¥ ?2)
2
|(1,| P2 |et5]) ‘ (8)
(AL ->Ay) e (A, A AS)™], négateur uyu,.

Famille 2. groupe 2

Coneordance

1 1
AR AY) = |uguy —ugay—ugag+2 o1 92)
2
ig, i
s ' 92 Jagle ¥ 4-2)ay | fas 9
p(A = A, = t[(A; X Ay)*|, négateur wuu,.
Discordance
2
A, oA Uty + way - 240y = Figure 4
2 Propesitions normales d’ordre n.
ety] e i92 | Eoay I(’ 2)ay]- s (10) Conjonction.
c(Ar Ay = [(Ay 2AY*], négateur uyu,. A A A AAY) = oy ap.. a, |t
Famille 1 Incompatibilité
Complémentarité v(AFV Ay VA = |uqugetiy - @iy o o,
7 . 1V A
%) A,V Agee VA =o[(A) A Apn AAY
(A \y) = ay Fagf? = lall(’ Y+ el (1) négateur uy ly... i,.
(,'omplmn('n/m'lf(’ inverse Disjonction £ % ®),
"—' ” ALV Ap VA = iy Upeo tty Uy Uy a,|?
AT M AL) =y A+ - ay — ay AL oA,V Age VA =0(A] AASLA AT
» ) ey 2 ' néjguteur Uy Ugeoo Uy
[ et 2 e T (12) Complémentarité

AT M AL existe seule si lay + a] = L. ‘ H(AMA . MA) = lay -+ agee= ag |
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Complémentarité inverse
(AT M Ay W MAY) = uy + ugeee Fu, —(ay +
2
Q... + ay)|%

A titre d’exemple, déterminons la
d’existence de I'incompatibilité ; on a:
s ¢ . ® i —+ @guns
vAY VA ..V AL = Ie (1 + e+ 00) _
9 v
[y |as)--. laali -
La condition est donec :
Nad- Jas|-- |aql-
cos (@ + Paee + @) = - 5

Cette algebre propositionnelle a été ébauchée dans
un travail antérieur [1I] ‘mais sans son fondement
mathématique et avec une terminologie et une
notation encore hésitantes.

LOGIQUE DIALECTIQUE BOOLEIENNE

Elle est la réduction booléienne de la logique
métrique dialectique : les modules des véracités

complexes n’y peuvent étre que 0 ou bien 1, le
cercle de vérité s’y réduit & son centre et & sa cir-
conférence.

Contradictoire, contradiction

Drapres (2), v(A) = 0 = »(A*) = 1 (¢* indé-
terminé) et v(A A A*) = 0. Selon (1), v (A) = 1

= 0 + -

Comme |a*| doit étre booléien,

@ d’aprés (2) ne peut prendre que trois valeurs :

¢ =0<vA*) =0=>0A A A*) =0
T e p(A%) =1 = oANAY) = 1

+

(P:

On a toujours : ¢* = — ¢ = a* — o = 2¢.

Bien que booléienne, cette logique différe donc

radicalement de la logique classique : elle demeure |
dialectique, la contradiction peut v étre vraie et la

négation de la négation n’y raméne pas nécessaire-
ment a la proposition primitive.

Quelques propositions binaires normales

La table de vérité de la conjonction est identique
a celle de la logique classique.

Disjonction.
v(Ay) = v(A,) = 0, vraie si v(A;) = 0 et v(A,)
lousiv(A)) = 1etv(Ay) = 0.Siv(A;)) = v(A,) =1,

L # * *
C, séerit cos (07 + 9.) = L5 ¢ = — ¢ donc
s . . 7 7
la disjonction n’existe que si ¢, + @, = — 3 0,

2
ona:vA; V Ay = P24 "1 1] done :

condition |

oAy V Ag) —Osig, — ;‘

|
N
Gy = *
3

(A V Ap) = lsig) + ¢y =

= .
éouﬂcpl:cpZ:O

oA = (A = 1y

+

Dot la table de vérité de la disjonction ¢

A
|
! 1 0
i 1 10+ 1
Ay A VA,
o1 |o

Elle coincide avec celle de la logique classique
lorsque, pour le cas v(A;} = ©(A;) = 1, on choisit
9, et @, tels que ¢; 9, = 0. La valuation non
conforme a la logique classique est signalée par .

Implication. — D’apres (8), elle est vraie si va,,
v(A;) = 0. Siv(Ay) = v(A;) = 1. la condition d’exis-
tence est cos (9; — @p) = § ; comme v(A; — A,) =

2
AR €24 1), on a v(A, A,) =1 dans
. tous les cas permis par la condition d’existence sauf

™
celui ol g, = @, = = 5 pour lequel v(A; — A,) = 0.

[s

Si v(A)) = 1et oAy = 0, on a v(A, - A,) =

|61<P1* 1|2 (A > Ay = 0sig =0,0(A; — A,
T
= + -

= 1sig oy

~— D’aprés (7), elle est fausse si |

3

Dot la table de vérité :

A,
1
|
1 0
N
1 10+| 1
} Agf— A;—A,
l 0 °1+| 1
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Elle coincide avec celle de la logique classique si |

on rejette pour le cas v(A;) = v(Ay) = 1 le choix

; et pour le cas v(A;) = letv(Ay) =0

T , .
le choix ¢, = * . Ces rejets sont nécessaircs pour

conduire une déduction rigoureuse en logique
dialectique booléienne : P'articulation fondamentale
de la déduction est en effet I'implication vraie,
notée =, qui si A; est vraie exige («entraine») A,
vraie.

Concordance. — D’apres (9) elle est vraie si

v(A;) = v(Ay) = 0. Siv(A)) = 1 et v(Ay) = 0, alors
v(Ay = Ay = | — 1]? donc v(A; = Ay) = 0
9, =0etv(A; & Ay =1lsig == g ; de méme =i
v(A;) =0etv(A,) =lonav(A; = A,) =

T SiuA,) =
5" 1v(A,) =

sigy =0

et v{A; = Ay = 1lsig, =2 v(Ay)

E]

= 1, la concordance n’existe pas lorsque ¢, = * %,

.
Qo = 2 e mais elle est vraie dans tous les autres cas,

La table de vérité est donc la suivante :

Ay
1 0
1 1 %
LE A=A,
0 1%+ 1

Elle coincide avec celle de 'équivalence de la
logique classique si lorsque v(A;) = 1 et v(Ay) = 0,
on choisit ¢; = 0 et lorsque v(A;) = 0 et v(A,) = 1,
on choisit ¢, = 0. Il importe de noter, pour la
conduite d’un raisonnement rigoureux, gu’avec ces
choix la concordance devient identique & I'équi-
valence déductive, notée <.

On peut vérifier sur toutes les propositions binaires
normales que l'algébre propositionnelle de la logique

dialectique booléienne contient bien celle dela |

logique classique comme cas particulier (tandis que
la logique métrique dialectique ne contient pas la
logique métrique quasi-dialectique comme cas
particulier).

LOGIQUES METRIQUES DIVALENTES
ET THEORIES DES PROBABILITES

Axiomatique probabiliste

Nous prendrons pour base 'axiomatique élaborée
par A.N. Kolmogorov pour la théorie classique des
probabilités [III] en la généralisant pour qu’elle
puisse étre étendue a d’autres théories de probabi-
lités. D’autre part, nous énoncerons les axiomes
directement en langage probabiliste (et non pas
ensembliste).

Soit O un objet général abstrait (le jet d’une
piéce de monnaie, avec le mouvement et l'arrét de
celle-ci par exemple) ; x, ¥, z.. désignent des
caractéres de O (logiquement : des attributs de 0),
eux aussi généraux et donc nécessaires (exemple,
Parrét de la piéce reposant sur une face). Lorsque O
passe de I’&tre logique & existence, localisée dans
Pespace et dans le temps, en d’autres termes lorsque
O se réalise, s’actualise, se particularise, en un mot
devient un événement, lattribut général x peut
prendre 'une ou 'autre des variantes particuliéres
mutuellement incompatibles x;, x,... %, ; ¥ I'une des
variantes particuliéres mutuellement incompatibles
Y15 Yoo V15 €tC... Nous appellerons x;, Xo... %y, ¥y, Yaeee
y1 ete... des éventualités élémentaires de O ; en
tant qu’attributs de O, elles sont possibles, contin-
gentes (ou aléatoires). En tant qu’attributs de O
actualisé, réalisé, elles deviennent des événements
élémentaires. Nous désignerons par E ’ensemble
des éventualités élémentaires (ou des événements
élémentaires) et par F un ensemble contenant
Iensemble vide, E et toutes les parties de E (1).
Nous nous en tiendrons ici aux ensembles E finis,
ils suffisent pour notre étude logique.

Un objet général est par cela méme reproductible,
répétable. En théorie des probabilités, on prend
souvent comme objet d’étude, noté OY, .une
répétition & N exemplaires d’un objet 0. En numé-
rotant par l'indice o ces exemplaires, le nombre des
attributs x4, yq... et celui de leurs variantes EMD yocj y
etc... est multiplié par N ; mais cela ne change rien
aux définitions de E et de F. Tout sous-ensemble A
de F définit une éventualité de 1'objet général,
{ou un événement de Pobjet actualisé).

Précisons que, selon Kolmogorov, pour qu’un
ensemble d’éventualités se réalise il suffit que l’un
de ses éléments (et non tous) se réalise ; ainsi, pour
que E se réalise, il suffit que 'une des éventualités
élémentaires devienne un événement.

(1) Ou plus généralement des parties de E.



E désigne un ensemble d’éléments ¢ appelés
fortuités, ensemble identique a celui des véracités
d’ane logique métrique divalente. V est la fonction
qui transforme les véracités en degrés de vérité dans
cette logique métrique.

Nous posons les axiomes suivants.

A’y - Toute éventualité A est dotée d’une
fortuité o et d’uune probabilité p = V(g).

A", p(E) = 1 (axiome de nécessité).

Remarque @ Les attributs généraux v, v, z... étant
nécessaires, si Pon définit ensemble » = { Xy Ngeo
o - S el b  Cher
Vg Paxiome de nécessité peut aussi <'éerire
plx) = T el de méme p(yv) = pl2)... = L

A SioAp et Ay sont deax éventualités «in-

compatibles » (1), ta probabilité pour que ou bien A,
ot bien A indifléremment se réalise, vaut Vi, -9 ).

© (Nous avons réduit les deux premiers axiomes de
Kolmogorov a la définition de F).

St la logique métrique divalente est la logique
quasi-dialectique, ces trois axiomes fondent la
théorie classique (ou quasi-dialectique) des pro-
babilités ; st Cest la logique métrique dialectique,
ils fondent la théorie quantique (ou dialectique)
des probabilités.

Kolmogorov ajoule & ces axiomes la débmition de
la probabilité conditionnée, que nous exprimerons
a Paide des fortuités

Q(AI Pl \J)
‘P(Ai)

Soulignons que 'ensemble des éventualités élé-
mentaives est un attribut nécessaire de I'objet géné-
ral 0. Il en va de méme de 'ensemble de leurs pro-
habilités  respectives. D’olt il résulte que les
moyennes statistiques de tous ordres sont également
de=x attributs nécessaires de cet objet général. St par
exemple O est un systtme thermodyvnamique de
Gibbs, 'ensemble dex valeurs possible ; (éventualités
élémentaires) dune énergie propre € d’un trés petit
sous-systéme est déterminé par une loi physique,
Péquation de Schrodinger par exemple. lLes pro-
babilités p(e;) sont déterminées par une autre loi
phvsique. le théortme de Boltzmann, (p(e;)

i (i\j) =

A

ke A el Loconstantes, T température).

(1) Au sens du langage probabiliste
réaliser ensemble.

qui ne peuvent se
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Probabilités et degrés de vérité, nouvelle
axiomatique

Une algébre propositionnelle prend uniquement
en considération la valeur des propositions. Une
théorie des probabilités met au premier plan leur
modalité, & savolr leur nécessité ou leur contingence,
leur possibilité ou leur impossibilité et, en relation
étroite avec leur modalité, leur généralité et leur
particularité qui, comme nous Pavons vu, impliquent
les catégories d’étre et d’existence (de possible et de
réel ou actuel, d’éventualité et d’événement).

En théorie des probabilités, la valeur des pro-
positions et déterminée par la modalité et par les
catégories connexes (ue nous venons de mentionner.

D,.. Lne proposition statistique est une pro-
position qui énonce un événement.

Soit A une éventualité. Nous noterons A la pro-
position statistique qui énonce la réalisation de A ;

le temps du verbe dans A est par conséquent le

présent ou le passé. A est un constat expérimental.
Jou le qualificatif de statistique.

Dans lobjet actualisé, A ne peut étre que ou
bien vraie ou bien fausse, il n’v a pas de tierce
valeur possible (1). Awx propositions statistiques
s applique exclusivement la logique classique.

Dans Tobjet général O, le degré de vérité de A est
une variable aléatoire & deux valeurs possibles,
o(AY -0 el o(A) 1. Dire que p(A) est la pro-
babilité « pour que A se réalise » revient & dire

«pour que v(A) == Ln Don :
A = pleA) = 1)

Appliquons 4 deux éventualités A, et A,
compatibles. Soit J I'énoncé « Pune ou bien lautre
des deux éventualités A, et A

s’est réalisée »

(16)
in-
i indifféremment,
J = AWA, =1
Iaxiome A’ peut des lovs séerire
ple(A; W ;\j) = 1 V(g; 4 @) (17).
D,.. --- Une proposttion prévisionnelle est unc
i . ./
proposition qui annonce 4 l'avance un événement.
~
Nous noterons A la proposzition prévisionnelle
qui annouce que Péventualité A se réalisera ; le
~
temps du verbe dans A élant par conséquent le

futur ; A ezt en somme un pari.

(1) Pour autant que les éventualités puissent étre définies par
une analyse rigoureuse.



Posons axiome suivant :

A'. —— la véracité a d’une proposition prévision-
nelle A est égale d la fortuité de Péventualité A,
a (A) = o(A).

A’ et A" > v(A) == p(A) = plv(A) = 1]

Il résulte de A’ qu’aux propositions prévision-

nelles s’applique une logique métrique divalente et

non plus la logique elassique puisque v(A) peuat
varier continuement de 0 & 1.

Appliquant cet axiome a la relation (17), nous
obtenons, compte tenu de Dy,

ple(A; WA = 1] = o(A; M A

Sioaux définitions qui précédent immédiatement
Pénoncé des axiomes 4y, A’y et A'; nous ajoutons
les définitions Dj, et Dy, nous pouvons dédnire
d'une logique métrique divalente une théorie des
probabilités par les axiomes suivants :

A”l‘ )
z(\) = 1. est dotée d’une fortuité ¢ et d’une pro-

babilité p{v(A) = 1] = V(g) ;

- Une proposition statistique A vraie,

A%y pleE) =1 =13
A", (I(N\) = o[v(A) = 1], a véracité de A ;
A" olo(A; W ~'Kj) = 1} = (l(z{i M A Y.

\ ces axiomes ajoutons la définition de la pro-
babilité conditionnée. Dire que A; et A; se réalisent
ensemble équivaut & dire que »(A; A A) = L
La définition <’éerit donc :

— v A} A A) =1
Dy, o ['L‘(Aj) = 1] :(P[ ( J) | ?i
elv(Ay) = 1]
fortuité conditionnée de A
Notons C((A;, A)) la conjonction A; A A; el

&(:\i, Aj) la prévision de la réalisation de A; A AY

Ay et Dyg»> o[CAL A = plo(A; AA) =1] =
PN PG,

Le degié de vérité de la prévision d’une conjone-
tion est soumis au conditionnement de la proba-
bilité.

II wWen va pas de méme de la conjonction des

prévisions A; A A s ces deux propositions étant des
paris indépendants Pun de Pautre, on a

17(:1i A t\,) = p(A ). p(A).

.

Le degré de vérite de la conjonction de deuy
prévisions 1'est pas soumis au conditionnement de
la probabilité.
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La néeessité de distinguer prévision d’une conjone-
tion et conjonction de deux prévisions apparait bien

dans le cas ot A; et A; sont «incompatibles» :

alors pi(A;) = 0, de sorte que
o[GA;, Ay = 0.
La prévision de la réalisation de la conjonction

ne saurait étre que fausse puisque cette réalisation
est impossible.

Au contraire, les paris A; et A ne sont pas in-
compatibles. Un joueur peut par exemple miser a la
roulette sur deux numéros a la fois. Cela ne signitie
nullement qu’il en prévoie la réalisation simultanée
mais qu’il effectue deux paris & la fois, dont la
conjonction logique a un degré de vérité

oA AN £ 0.

Telles sont les relations entre logiques métriques
et théories des probabilités, entre degrés de vérité
et probabilités. Ces deux derniéres grandeurs ne
sauraient étre confondues, bien qu’en vertu de A’
elles puissent étre égales, puisqu’un degré de vérité
peut étre doté d’une probabilité. La probabilité est
un degré de nécessité, non un degré de vérité.

Nous avons par ailleurs établi [I| qu’il nest pas
possible de confondre avec une probabilité le degré
de vérité d’une proposition énongant le résultal
d’une mesure physique. Deux domaines applica-
tion des logiques métriques s’offrent done d’ores et
déja : le raisonnement en phvsique expérimentale
el le raisonnement prévizionnel probabiliste,

Caractére dialectique du concept proba-
biliste de I’objet

Nous avons déja signalé [I1] quesous le rapport de
la modalité, ainsi que de la généralité et de la parti-
cularité, le concept analytique et le concept synthé-
tique s’opposent. Le premier est général abstrait
ce qui signifie quil veut ignorer toutes les parti-
cularités (les éventualités) de Tobjet et qu’il ne
retient que le nécessaire. le second ext général
coneret @ au général abstrait, il ajowre et integre
loutes les particularités possibles, au nécessaire le
contingent, 'aléatoire. [’aprés analyse précédente
des concepts de hase probabilistes, le concept de
Iobjet O en théorie des probabilités n’est

pas
Panalvtique muais le synthétique.

La méeanique classique est un exemple de théorie
purement analvtique ; elle est « déterministe »,
ce qui signifie qu’elle ne prend en considération ue
les relations nécessaires dans =on ohjet. Si celui-ci
est Te jet dPun ddé sur une table et qlelle envisage
Parrét du dé reposant sur une face, elle ne se pré-
occupe nullement de laquelle des faces il <agit.
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Au contraire le probabiliste, le statisticien pensent
en outre aux six éventualités possibles de la position

finale du dé.

La caractére synthétique du concept probabiliste
de objet explique qu’une théorie des probabilités
dérive non de la logique classique, purement
analytique, mais d’une logique dialectique ou
tout au moins quasi-dialectique, d’une logique dans

laguelle la contradiction n’est pas nécessairement

fausse.

Soient en effet deux éventualités A et A’ «in-

compatibles » et telles que les ensembles qui les .

définissent solent complémentaires par rapport a E.
Cest le cas par exemple de pile et face lors du jet
d’une seule pitce. Alors ou bien 'une ou bien I'autre
doivent se réaliser et il n’y a pas d’autre possibilité,
de sorte que A’ <> A* et A <> A’* (pile équivaut
a non face). L'on a :

Y[C(A, A%)] = 0.
La prévision de la contradiction est toujours

fausse. Il n’en va pas de méme pour la contradiction
de deux prévisions. On aura en effet

oA A A%) = u(A). o(A*) = p(A). p(A®).

En théorie classique (ou quasi-dialectique) des
probabilités, si p(A) = q = 0 on aura :

oA A A%) = g(l-q) > 0< o(A Vv A¥) < 0,25,

En théorie quantique (ou dialectique) des pro-
babilités, si a(A) z > 0, on aura, u étant un

~

négateur de A,

WA A A = el ezt 2 0 < o(a AR <1

La contradiction de deux prévisions peut étre
approchée ou méme vraie.

Le raisonnement prévisionnel probabiliste pro-
céde donc essentiellement d’une logique non aristo-
télicienne.

Manuscrit regu le 25 juin 1966.
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