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RESUME

1. — Les propriétés divalentes des ensembles ne permettent pas des interprétations satisfaisantes
des logiques multivalentes.

2. — Les difficultés proviennent d’une étude insuffisante de la notion d’objet ; un objet est plus
qu'un simple élément d’un ensemble. '

3. — Les interprétations sur des champs d’objets des prédicats, quantificateurs et connectifs per-
mettent de généraliser les problémes habituels de la logique.

4. — On peut définir des ensembles a ['aide d’objets et développer ainsi une théorie des ensembles
qui ne nécessite pas le secours de la notion d’infini actuel.

5. — La notion d’objet permet de dégager les lois qui régissent 1’élaboration des représentations
mathématiques d’une réalité concreéte.

Le but de cet article est de définir et de présenter
quelques propriétés d’un étre mathématique plus
général qu'un ensemble.

Ces logiques ont permis une formalisation plus
poussée de la théorie des probabilités : chaque
assertion est un ensemble d’assertions élémentaires

L . v bl it 3 d . . . bivaluées. La valuation de P’assertion est alors le
4 notion d'ensemble conduit a des antlnomies rapport du nombre d’assertions élémentaires vraies

. e s
Eue l(%e 'noxlnbreux aélteélrSR ont tente (i elln}lner. au nombre total d’assertions élémentaires, vraies ou
a theorte des types de b. NUSSELL et, plus récem- fausses.

ment, l'emploi du principe de stratification de
phrase de Quine, ont conduit & préeiser la notion de D’autres recherches ont montré que le caractére
classe et, & partir de celle-ci, A définir une théorie des | dénombrable de Iensemble des valuations n’était
ensembles qui constitue la source la plus abondante | nullement nécessaire au développement formel de
d’interprétations des systémes d’axiomes. la logique (modeéles continus de CHANG et KEISLER).

La notion d’ensemble présente I’inconvénient On peut affiner la représentation formelle des
d’étre fondée sur la divalence. On a soit e € E, soit | phénoménes matériels en remarquant que la non
e ¢ E. Les situations concrétes sont représentées | réalisation d’un phénoméne n’implique pas néces-
par des formules qui décrivent un systtme d’al- | sairement la réalisation du phénoméne « contraire » :
ternatives : chaque élément de la situation est soit | cette remarque conduit a la théorie dialectique des
réalisé, soit non réalisé, soit possible, soit impossible, | probabilités de G. Bop1iotv qui distingue incohérence
etc. et contradiction.

Les régles d’utilisation s’appuient sur ’hypothése Plus récemment, la logique dialectique de
qu’une assertion quelconque est soit vraie, soit | G. VAssalLs s’appuie sur lobservation qu’une
fausse. En fait, les développements formels de ces assertion présente un certain degré de contradiction
logiques divalentes n’exigent nullement Uhypothése | interne. Une assertion concernant un phénomeéne
qu’une assertion est ou bien vraie, ou bien fausse. | concret, et non sa représentation abstraite par un
On peut attacher i une assertion P'une des valeurs | étre mathématique fictif, est toujours en partie
d’un ensemble de valeurs ordonnées, ensemble fini ' vraie, en partie fausse. Cette nouvelle logique est
qu’on peut identifier aux entiers de 1 4 n. On obtient | d’une portée considérable : elle remet en question
ainsi les logiques multivalentes décrites par Rosser . le but méme de toutes les recherches des logiciens
et TURQUETTE. qui rejettent impitoyablement tous les systémes




d’axiomes contradictoires, en vertu de I'affirmation :
« Ex falso sequitur quodlibet» (Du faux, on peut
déduire n’importe quoi). En fait, la logique de
G. VassarLs conduit & des systémes d’axiomes qui ne
sont que partiellement non contradictoires.

Le point de vue de la logique dialectique différe du
point de vue de la logique mathématique moderne
notamment en ce sens que le but des logiciens
classiques est d’exprimer les principes fondamentaux
de la pensée mathématique formalisée, tandis que
la logique dialectique rejoint le point de vue de
Porya («Les mathématiques et le raisonnement
plausible ») qui a tenté de traduire le fait que la
pensée intuitive obéit & des régles qui différent
notablement des régles du raisonnement mathéma-
tique formalisé,

Dans les paragraphes suivants, nous nous pro-
posons de présenter quelques modifications apportées
par la logique dialectique au visage de la logique
moderne.

I. LA THEORIE DES OBJETS

Nous désignerons par objet tout ce qui est sus-
ceptible de mouvoir notre pensée. Pour formaliser
cette notion d’objet, nous admettrons la notion
d’ensemble telle qu’elle est définie dans le systéme
de Von Neumann BErNAYs. Mais nous verrons plus
loin (paragraphe Il1) qu’une théorie plus affaiblie
nous suffira pour définir un objet.

a. Définition d’un objet et des éléments
d’un ohjet

Nous définissons provisoirement un objet E
comme étant un ensemble de parties Y d’un ensemble
A qui contient un ensemble v appelé ensemble
des caractéres de F. ‘

< f ) . ,
Soit )L ex yun ensemble d’objets e et X 'ensemble

des ensembles x de caractéres associés a chaque
objet ex. Nous nous proposons de définir une

relation notée €, entre les objets de {ex} et
lobjet E.

Nous noterons U un ensemble que nous appel-
lerons 'ensemble des critéres d’appartenance de
ex a E.

Nous pouvons définir une fonction d’appartenance
de ey & K ainsi : € {x ﬂl]} — {y ﬂYjetun
degré d’appartenance de ex a E qui sera le couple

(b nY,y nY) noté{y, ', Y)avec y' = CA}’.
|
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Nous appellerons l’ensemble{ex}une analyse

de l'objet E. Une analyse sera dite compléte si la
fonction € est surjective

e({xn U}) =Y

Les notions que nous venons de définir permettent
de préciser quelques aspects du concept intuitif
kl . N i S
d’objet. En effet, les caractéres d’'un objet et les
caractéres de l'ensemble des composants de cet
objet ne sont pas nécessairement les mémes (voir
G. VassarLs « Eléments de formalisation d’une

i logique dialectique », 1r® partie). Par ailleurs, la

fonction d’appartenance et le degré d’appartenance

. permettent de représenter, par des choix convenables

des ensembles de caractéres et de 'ensemble des
critéres, toutes les nuances intuitives de la phrase :

" Pobjet ey est un élément analytique de I’objet E.

b. Opérations sur les objets

Soit {{ex}, X, U, E, {y}*, Y} I’ensemble

des ensembles constitutifs d’une fonetion d’appar-
tenance.

~ . v ~ g -
Soit {{(' }, X, U, E, %Ly'}‘, Y’} un
X
autre ensemble analogue au précédent. On peut
définir un troisiéme ensemble analogue au précédent.

IR SN " 0w r L)
11(,)(] U \Lex J/a X > U > Eo {}’ ja 1 j
aver X" = XUX' et v = yUy’

U”  désignera l'ensemble des critéres d’appar-
tenance de ey ou ey’ & lobjet E”. U” peut étre
choisi arbitrairement. Toutefois, nous
quelques cas particuliers intéressants :

noterons

le U < U n U’. On appellera Iobjet E” une
analogie entre les objets E' et E.

200 Uy U < U" On appellera 'objet E” un
assemblage de composants E et E’.

On peut aussi définir une relation entre les objets
E et E induite par la relation U = U’, on dira que
Pobjet E’ est une partie de I’objet E.

Si U = U, les objets E et K’ sont dits semblables
siY # Y' et identiques si Y = Y’ (1).

(1) On peut convenir d’écrire A == B si ¢ étant un ensemble

donné a I'avance CABC & Cfc sou CBAC E,CBAC ER

¢



INTRODUCTION A LA THEORIE DES OBJETS

17

Si un objet E’” a un ensemble de critéres d’ap-

partenance U'" = ( U et si E’' est une partie
U/

de E’, alors E’ est un assemblage dont I’ensemble
des éléments contient E et E’".

c. La notion d’objet et ’axiomatique de la
théorie des ensembles

Pour formaliser la notion d’objet et définir des
opérations sur les objets, nous n’avons utilisé que
les cinq premiers axiomes de ZERMELO. (Extension-
nalité, réunion, séparation, ensemble de sous-

1

ensembles, somme). Nous ne nous sommes servi

ni de ’axiome du choix ni de 'axiome de P'infini,
ni de I’axiome de restriction, ni enfin de I'axiome
de substitution de FRAENCKEL.

Nous n’avons utilisé ’axiome d’extensionnalité
que pour définir la similitude et Uidentité de
deux objets.

Nous verrons, dans le paragraphe 3, comment
aborder, 4 I'aide de la notion d’objet, les probléemes
qui nécessitent le secours des axiomes que nous
n’avons pas utilisés.

Auparavant, nous examinerons dans le paragraphe
suivant les modifications que la théorie des objets
apporte 2 la logique des prédicats.

II. LA THEORIE DES OBJETS ET LA
LOGIQUE DES PREDICATS (1)

a. Les prédicats

Le champ d’un prédicat P(axi), ne sera plus

igl

un ensemble, mais un objet E.

P est une fonction de vérité qui associe 4 une

. , i 14
suite donnée <(> ) d’éléments d’une analyse
x}ie

h P (s
{e jzde E, une valeur de vérité v et v sera défini
X

comme suit

On attache au prédicat P une suite de critéres de

e ol X i .
vérité (V') et, & chaque e, un coefficient de

ie
vérité vi, fonction du degré d’appartenance
X
(v, v', Y) de (;a E.

« Introduction & la logique moderne »,
des prédicats ».

(1) Voir NoVIKOF :
chapitre «La logique

Y

|
I
1
i
|
[
I
1

La valeur de vérité v de P pour une suite donnée

i
N V)iel'

(e’ ). sera la suite (vi
X IGI X
[ est I’ensemble d’indexation des

variables @' de P.
X

Remarque

b. Les quantificateurs

La notation ((aV . vy P (e’) signifie

3 xae] cl
%

. a ., .
que les variables ¢ sont liées par les quanti-
X

a . 12 . i
ficateurs (e, v} : si I’élément variable e !
v X

3

est remplacé par un élément donné e’ dont le

X0
degré d’appartenance (y, y’, Y) est tel que

x» N Y <y n Y, lavaleur de vérité corres-

jondant est telle que v® n V& < v o V&
I quev n
x

Cas particuliers

1o Lorsque la correspondance qui définit v';l(

de

fonection

en (v, v, Y) est telle que

a a . . a
Vée (nvx) X < X - on dira que la variable ex
est liée par un quantificateur universel. Les

composantes vi n VY de la valeur de vérité v

de P seront égales a V& . On notera (ye®) P (el) ce
. . . x
quantificateur particulier.

20SionaV® n (n v‘;) # 0, on notera
X

= X
3 ea)P(eX), les quantificateurs astreints i cette

seule condition. Ces quantificateurs seront désignés
sous le nom de quantificateurs d’existence.

c. Les connectifs (1)

Soit (Pl) {c 1, une suite de prédicatst (a1)
xi1€l

définie sur un objet E dont P'analyse est {e }
x

(1) Voir Cuanc et KEISLER « Continuows model theory ».
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Nous pouvons définir un nouveau prédicat P 3
artir de (P comme suit :
P P ter

. i oy s e, i
Soient VP les critéres de vérité des Pé etv

les coefficients de vérité des variables ey relative-

ment aux prédicats Pl' On associe un critére de

FEFRPEES S . i _ .
vérité VP & chaque suite (VP ) (el et on défnit

)
des fonctions C' de XL dans X qui font corres-
{

pondre un coeflicient de vérité v a la suite
X

©op)tet.

On appellera connectif, un ensemble C = {Ci}

de fonctions C

Remarques

1o En connectant, 3 'aide de C = {Ci}, les

prédicats ( on obtient un nouveau prédicat

"deer
défini sur E, que nous appellerons une formule.
Un prédicat défini a priori sera une formule
élémentaire.

20 On voit que la notion de formule est cons-
tructive : on peut obtenir une nouvelle formule
en remplagant dans une formule, un prédicat par
un autre prédicat ou une formule.

. { L.
30 Soient U” < X, les ensembles de définition
des fonctions C' d’un connectif C. Si on a:

(}{LCJX le, Pl) n Uz # (), pour au moins un ¢,

on dira que la formule P n’est pas applicable a

Pobjet E.

d. Les axiomes (1)

Soit {Fk} ke K@ un ensemble de formules
construites a 'aide de {Pé} (el prédicats

dépendant de {ui} iel variables, {Fk} r e K

est un systéme d’axiomes sl :

(1) Voir : Novikor, loc. cit.

Xv})l‘

|
l
|
|

10 11 existe un objet E d’analyse incompléte

i . ,
{"X } irel’ <1 ©t des prédicats (P zl)eleL/ cL

définis sur E, tels que chaque formule soit appli-

cable 3 E pour un systéme de coefficients de vérité

i/
/UX’P/ 2
[
20 Chaque formule F_

donnés 3

est applicable & E quels

que soient les prédicats | autres que les prédicats

(P

") ] se rapportailt a E et quels que soient
el

les coeflicients de vérité attribués aux éléments
de {ex} substitués aux variables u! pour i e 1"
L’objet E est une interprétation du systéme d’axiomes

(Fk) ke K-

e. Interprétabilité, non contradiction et
réduction d’un systéme d’axiomes

1. Contrairement aux systémes d’axiomes ap-
plicables 4 des ensembles, un systéme d’axiomes
s’appuyant sur la notion d’objet est toujours inter-
prétable, & condition de choisir convenablement les

. e i

coefficients de vérité {p‘ ,

X p

le cas ont les coefheients de vérité sont imposés

a priori, que le systéme d’axiomes peut ne pas étre
interprétable.

}. Ce n’est que dans

2. Le probleme de la non contradiction de
(F).eK ne se pose que dans le cas ol il n’est
attribué a chaque prédicat que deux valeurs de
vérité possible. Par contre, on pourra se poser le
probleme du degré de contradiction d’un systéme
d’axiomes.

3. Il peut arriver qu'une formule F\_ de (F)),eK
puisse &tre construite a partir de formules choisies
parmi les K-1 formules restantes. Si on peut établir
que cetle éventualité est irréalisable, nous dirons
que (F\)yeK est un systéme d’axiomes indépendants.

III. INTRODUCTION A L’ETUDE DES
ENSEMBLES DEFINIS COMME OBJETS
PARTICULIERS

a. Objets a un ecritéere d’appartenance
] pp

Etudions le cas particulier d’un objet E dont
I’ensemble des critéres d’appartenance U se réduit
i un seul élément (objet a un critére d’appartenance :

L, = {%})-
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On a soit xnU, = U, soitxn U,
semble des valeurs de la fonction €,

= @. ILen- -

se réduit a

deux valeurs au plus : ¥, NY et (C

valeurs définissent deux degrés d’appartenance au

plus :
(oY, ((C v Y
[(CAyo) n Y7 Yo N YJ = (y/o, Yoo Y) noté ¢

Nous avons entre 'objet E et un ensemble de
variable z quelconques soit la relation zeE, soit la
relation z¢ E. Nous retrouvons ainsi la divalence
inhérente a la théorie des ensembles comme cas
particulier de la théorie des objets.

Ayo) nYyY. Ces \

= (¥4, ¥ 0, Y) NOté €

On peut toujours supposer y, <Y en notant v,
le caractére de E d’étre tel que u, est un caractére
de tout objet e x d’une analyse de E, car un critére
d’appartenance a E n’est autre qu’un des caractéres

de E.

Remarques

1o Nous pouvons définir un ensemble sur un
objet en restreignant la fonction d’appartenance
aux seuls arguments x N U, =UjetxnU, = ¢, U,
étant une partie de U.

20 Nous pouvons définir un objet dont les
ensembles X, U, Y sont des objets : & chaque
opération sur les ensembles utilisée pour définir
des objets, nous avons fait correspondre une
opération sur les objets.

E—

Le nombre de degrés d’appartenance est au plus

b. Objets a n. critéres : U

égal a 2", On peut définir un ensemble sur cet objet :
par exemple, en associant une valeur ', n'Y notée
¢ ax N Us’ilexisteaumoinsun u,eUtelquex Nu; =@,
puis Ja valeur ¥, n'Y notée € si U =x. (On a posé

o CAYO)

Objets dont I’ensemble U des critéres
est lui-méme un objet a critére unique

Cet objet a critére unique d’appartenance est un

ensemble et son critére unique est noté U, = I u, f

Le nombre «
miné car on peut marquer du critéere U, un objet
formé par un assemblage d’autant d’objets qu’on
le désire.

’éléments » N(U) de U est 1ndeter- ;

On notera conventionnellement que le nombre

de degrés d’appartenance est 2N(U) au plus.

d. Ensemble des parties d’un objet a
critéere unique
={u)

Soit A un objet dont I'ensemble U des critéres est un

objet & critére unique U, = {ul } - Soit A, un

Soit E un objet a critére unique U,

objet dont’ensemble des critéresest U; = { U,, U, J>
avec U’;cU. ‘A, est une partie de E car U ,cU;.
Deﬁnlsb()m deux degrés o’ appartenance a A

Soit J/ax | une analyse de A;; ona aXeA si

axnU Ueta ¢A 51a1 nU; # U,

Remarques

1o Les objets E, A; et U ont des critéres d’ap-
partenance unique. Les nombres d’éléments de
leurs analyses respectives sont alors indéterminés
et indépendants les uns des autres. Choisissons-les
égaux :

N(E) = N(A;) = N(U) (1)

Définissons maintenant deux degrés d’appar-
tenance & A : bOlt{ } uneanaly%edeA ona:

a’ eAsla nU#Oeta EAbla nU=g@.

A chaque a n U correspond une partle U ; de UL

Le nombre d éléments a tel que a nuU = U’

est indéterminé. Soit N(U ), ce nombre. Soit N(U)
le nombre, indéterminé, d’éléments de U. Le nombre

de parties de U est 2N(U). Le nombre d’éléments
de Tanalyse de A est N(U’i)QN(U).

Ce nombre d’éléments de D'analyse de A est
indéterminé, puisque N(U';) et N(U) sont indéter-
minés, mais N(U’i)ZN(U) n’est pas indépendant de
N(U";) et de N(U). Si & chaque partie A; de E un
élément et un seul de I a } est tel que atqU =U,,

X X
cette opération revient a choisir N(U;) = 1. Le
nombre N(U) peut étre choisi égal a N(A,) d’apres
(1).

Le nombre d’éléments analytiques de A est alors

2N(Ai) = 2N(E) = nombre de parties de E.
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e. L’infini potentiel et la théorie des objets

La théorie des ensembles ne peut étre développée
que si on accepte le concept d’infinité réelle, c’est-a-
dire «une totalité infinie dont la construction soit
achevée et dont les éléments se présentent simul-
tanément » (NOVIKOF).

Les exemples que nous venons de présenter dans
le paragraphe précédent montrent que les nombres
d’éléments des analyses d’objet ont des propriétés
analogues aux propriétés des nombres transfinis.
Toutefois I’étude de ces propriétés ne fait pas appel
a linfini réel, mais a I'infini potentiel. « Chaque
possibilité est séparément réalisable, un nombre
fini de ces possibilités est également réalisable, mais

! premiéres. Pour formaliser ce travail d’élimination, il

faut pouvoir dégager les lois qui régissent ces

I contradictions. Ces lois ne peuvent étre étudiées que

elles ne sont pas réalisables toutes ensemble»

(Novikef).

1IV. CONCLUSION

Cet exposé est une présentation d’idées de
recherches dontle but est de réduire les inconvénients
des logiques divalentes.

La pensée rationnelle travaille sur des schémas qui
ne sont que plus ou moins adéquats a la réalité
concréte. Quand un schéma se révéle inadéquat, on
en recherche plus ou moins empiriquement un autre
en espérant qu'il coincidera mieux avec la conscience
intuitive que nous avons de la réalité. La recherche
de ces schémas, qui alimentent la pensée rationnelle,
ne procéde nullement selon des logiques non
contradictoires.

La fabrication d’un schéma consiste en effet en une

dans le cadre de logiques admettant la contradiction.
Ces logiques ne pourront généralement pas Btre
interprétées par la théorie des ensembles. Il faut
une théorie plus générale que nous proposons
d’appeler la théorie des objets.

Manuscrit recu le 1¢r février 1967.
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