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Résumé :

Cr: étudie la stabilité de la solution d’'un écoulement M.H.D. stationnaire
d'un fluide nor visqueux électriquement chargé, par rapport a la distance
r dont dépendent toutes les quantités concernées. On suppose, de plus,
que le potentiel du champ électrique est fonction de la seule charge
glectrique q. *

L'écoulement entre deux spheres concentriques est ensuite examine et
rexistence d'une couche limite mise en évidence.

Abstract :

The MH.D. steady state flow studied here is such that the electrical
pctential function depenids only con the electrical density and that all the
guantities we are concerned with are functions of the distance r. The
stability with respect to the variable r is investigated.

Secondly, we carry out the determination of a uniformly valid expansion
for the velocity in a flow between two spheres; the method of matched
asymptotic expansion is used.
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I. ETUDE DE LA STABILITE PAR RAPPORT A LA DISTANCE r

Soient V, H, &, q, p. le vecteur vitesse, le vecteur champ magnétique, le
potentiel du champ électriqus, la densité de charge électrique &t la
pression survenant dans un écoulement M.H.D., stationnaire, tridimen-
sionnel d'un fluide non visqueux.

Proposons-nous d'étudier le cas ou ¢ est seulement fonction de g. Nous
écrivons ainsi en variables adimensionnelles :

(1) ot VAV —RjyrotHAH

V2 c’RzH Q
= grad[— p —+2=+ - {a®(a) — j ®(q) dq)]
[ [+

2 rotH=Rn | Sgrad ® + V A H |+ eqv
Rc
)y diwVY s H=0o

_ anradoal’, [6a T, [6q . o9 bq|
4 a¢ =¢o (q)E7l]+ J+ [6x]]+ ¥'(a) [6x| 6x — a

Supposons de plus les champs V et H alignés et toutes les guantités

dépendant seulement de la distance /xi +x} + x} de sorte que I'on puisse
écrire ;

(1) V=FRyuH
Vi€ RH 9
p + '—2f — [q ®(q) — @(q) dg] = Constante
Qo
{2') 1 rot V= R—'“tzgrad ® +eqV
RH cR .
(3) divv = o
4) A = q

Rappelons que:

—1— = nombre d’'ALFVEN
Ry

R,.= nombre de REYNOLDS magnétique
R, = carré d'un quotient de vitesses

£ = paramétre exprimant l'importance de la charge électrique.

Dans le repére sphérique orthonormal (e , ee, e Q) lié au point M(r)
nous déduisons immédiatement de (3'):

Vr = Qoa C est une constante prise désormais positive.
r
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En prenant la divergence de :(2‘): _ v dq +=:9=0

Ba
q= qwxp{-— CRL r’}
(4') se traduit par:

1d[, .. da]_ Re.
Td—r!:rz @(q)T:‘I— qoexp{—-cnz r‘}.

ce qui g'intégre’ et donne:

cR ,

1 9 g
®(q) = Log~T=
] 27 R“’J‘ qo. 7 Re
iC.Rc

-Afin de simplifier les écritures, posons:

Ng=a, Ng =B, eRyGo= A, cRL = k..
Ainsi, en coordonnédes sphériques, (2') s'écrit matriciellement "
. (14 o 1
(.1 Z' = ABZ avec Z ={ |, B(r} = exp{— krj
i 8 10

En adjoignant & (1.1) la condition aux limites {1.2) Z(r)) = Zo (>0 et Zo
donné), nous obtenons lia solution exacte:

pr

r .

" V= re NG, + Vin, sinf\ f e Mar— 6]
lo .

b

Vg = ro\/g;eo + Vg, cos Af e '-“Jdr —6:|
o)

ou 6 est déterminé par:

o M oV
sin 6 = T cosd—ﬁ

°

Propriétés de I'équation ?I.1 )

1. -Les solutions de (!.1) sont bornées et stables (au sens de LYAPUNOV)
par rapport a r.

Il suffit de démontrer I'une de ces propriétés; elies sont en effet
équivalentes. Nous avons & montrer ies points suivants ([1] p. 38 et p. 39):
— les éléments de A B(r) sont absolument continues dans [ro, + 0] ;

— leur limite est nulie pour r—+ o, ce qui est évident;
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— les valeurs propres de B(r) sont a paﬁie réelle négative ou nutle (elles
sont ici égales A+iA exp(—kr’)).
— [AB(n)ldr = 6AkS™re™dr < +oo

La premiére hypothése est réalisable car e—kr
la conditicn de LIPSCHITZ:

qui converge vérifie

Bl
.y
—
wIN
N
~
=
=

lexp(— kn) — exp(— kri)l<2 exp|—

En effet
2 1 2;
— 3 < _
r* exp{ kr)\3k exp{ \/](_(—S)J
d’ou

|fexp(— kr)I1~ 2 exp|— \/JF_ (;)

Il s’ensuit que les solutions sont bornées.

Notons que I'on peut obtenir ce résultat en remarquant que la matrice
r

M(r) =

r 3
cos(A- 1‘ e XTan
0

r

3
— sin(/\‘[‘ e Kdr)
0

3
sin(/\f e Xan
)

r

cos(AJ" e
o *

3
krdr)

est un systéme fondamental de soiutions de (1.1) est que la norme |M|| de.
la matrice M égale a la somme des valeurs absolues de ses éléments est
bornée.

2. (1.1) est uniformément stable pour r=r,

Soit r' tel que o<r<r.

-

MM~ ()| =
—sin{A

L

est bornée, d'ou le résultat.

r

cos{A I e

r

3
krdr)

‘[’ e kr':dr.)

3. (I.1) est restrictivement stable pour rzr,.

r

— 3
sin(A J” e Xan
-

r

3
cos(/\J‘ e k"dr)
. r i

1

Le systéme (1.1'): Z' = (— 'AB)Z admet evidemment des solutions et une
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demonstration analogue & la stabilité des solutions de (1.1) se fait pour
celle des solutions de (I.1'). Il en résulte que le systéme est réductible.

a. 57| B(r} || dr = e ™’ dr est convergente; (I.1) admet un équilibre
linéaire asymptothue quel que soit le vecteur ¢ donné, il existe une
solution de (1.1) tendant vers ¢ pour r — +<o et toute solution du systdme
tend vers un vecteur constant ¢ dans la méme condition.

5. Comme les coefficients de B(r) sont continues dans [ro, + )}, @ et 8
admettent des nombres de LYAPUNOV finis.

8. -—(IIZIL) = 'ZBZ = o {|Z|. = norme euclidienne de Z), d'ou

r (V2 + V¢) = Constante = Ci.
c: ’
Ivii= = -+ —, Ainsi I|m|| V]=o.
rooor P~ + oo

On conclue gue I'écoulement autour d'une sphére poreuse, soumise & une
vitesse donnée de rotation et d'ou est injecté radialement du fluide, tend
vers le repos pour r — +oo. De plus, d’aprés une propriété démontrée par
V. LAKSMIKANTHAM et S. LEELA [2]) (Lemme 2.14.1 p. 116}, on peut écrire:

r
2A e kr’ dr

Izl <l Zo| e fo

" ECOU;;;EMENT ENTRE DEUX SPHERES CONCENTRIQUES A PAROIS
POREUSES

On considére un écoulement entre deux sphéres concentriques de rayon
respectif roet r (n< r.) D'aprés (1.1), a et 8 satlsfont & une relation de la
forme:

da rzgg

et A _2"5;

= — ¢'Ale

2

ou ¢ = é\-ket on suppose ¢ <<1.

En posant r = F(r, — ry) + ro, I'équation précédente se raméne a:

da Ao - eada
1y « r2+n_ro(Aorz+Bo!+C(23d_—

d
132
— ﬁié_a?exp (— 2k(AP + 3Ajrt? +gsoror + céro)}
-
avec Ap = (r — I'o)
B = 2l'o(f| — fo) .
ctl=rb
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A I'équation (iL.1), on adjoint les conditions aux limites (11.2) traduisant les
données des vitesses du fluide au contact des deux sphéres:
N2y aff=0)=E
af =1)=F

*

L'équation réduite — do - © montre que la solution extérieure a, est une

dr
constante sauf au voisinage de 'une des frontidres ol se présents
une couche limits. Plus précisément, le coefficient de %‘; dans (11.1) étant

positif, celts couche limite existe au volsinage de r = ¢ et eile est
d'épeisseur ¢ [3] d'oU aoff) = F. Cherchons un développement extérieur
de a sous la forme:

N—1 N
a'F; &) = b3 e a(f) + O ) (11.3)

k=090

En reportant P'expression (11.3) dans Péquation (I1.1) et en égalisant les
termes de méma ordre, nous obienons:

= p, af = 1) = F, ce qui donne de nouveau ao(Ff) = F

2
r-l—}f‘_—;(A(f + BoF + co)gﬂ =

— Azan

(n—ro)’ exp{_. 2k(AF + 3AP + Borf + Ctzhfo)}

'a,(?= 1) =o o

2P+ i+ Ch SR

i

= — %l (TA a.’fl )z exp {—' ZK(Ao’J + 3Aufu?2 + Borof + Cofo)}
. 1 = I

alf=1) =0, k=2, .., N — 1.

La résolution des deux premiéres équations permet d'écrire:

T
G(F) dF + O(e))  (11.4)

a"Fie) = F —

— 3z ’ - 2
avec (1) = 201 2k(A£F ++:3,;:;::,r’+ + 3Buro + Ciro)}

b d

Au voisinege de 7 = o, posons - et cherchons un développement
mténeur de la forms: ’
N—1
(i) =Y enld) + O Ny ms)

=0
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Ainsi (11.2) s'écrit:

- dzd Az 2.2 -.da’ =
Clap PR TR U B e + Gl T
f’ 1
B P— a'exp{— Kk(A %’ + Ak et + 3Bor° e + c,;o)}
— €A’ - M ’
T (n - n) @ exp[— 2kc°'°]{1 — 2K(AS '€’ + 3Akre L' +3Bon £ €) +]
) 2
impliguant :
a@* 0 gn _
at v ar =
vl =0)=E
2
y{ =0) =0 eic.. ot &’ = G’ ot 6 = %_,‘;f).
’ rh—r Cs
§ 2
Il s'ensuit que yo{{) = (E — L) + Lo “ ¢ ou L est donné par le

raccordement asymptotique:

limea®=1imd

r-o [

Ainsi yo{T)=F + (E — F)e-wl(.
L'expression de y, est de la forme:

D] — o'

o [0 ar Bl 48

@

D devant 8tre déterminé par le raccord asymptotique sous la forme
proposée par VAN DYKE. Deux termes du développement extérieur .

F —_-‘-'f-’- G(7)dF + exp(~ 2k C¥o)
i

n —
5’ exp[— 2k(— Boro + AP + AdP)] dfl
o G + B + A ]

ce qui s'écrit au voisinage de ? = 0

By
e 3k Boro +
F —n‘f’ouo G(7)dr + exp(— 2k Cin) [é _ _ajg +] }

55



réécrit en variable interne:

B
' 0 ~ o, 3k Bofo"i" -3
£F . ZE Ci (%
F — + — o)l == — i -
R }: G(F)dr + exp{— 2k Cofo)[ cl & 3 4

Deux premiers termes du développement intérieur:

F - i fG(f_) dr
rno— o g1

Deux termes du développement intérieur:

2 2 2
F+ (E— Fle ‘”—-+e'[[— Lgrr g — Qe TYL +}

t
LN

2 @

N
<

\

réécrits en variable externe:

™ |~

€lo
)

2
r 2 - — W
F+(E— Fle + E'U—w @ ﬁl--"—,’-.i]e +

Deux premiers termes du développement extérieur :

F+t:’-—D-2
w

Le raccordement asymptotique implique:

e
bo__F_ [ athd
w’ rn—ry 1

Ainsi le développement asymptotique valable aussi bien dans la couche
lirg)ite que dans la zone extérieure est le développement composite

=d + d — (@) ou (ﬁ)“ est la limite extérieure du développement
intérieur «, égale & F + € d'ou:

E P —wt r
o € ey = _ €
a(Fie) = F rl_r0f1G(r)dr+¢E Fle
wz__T
W’ 67 67 F o B N
PR aa — - ————— 2
+ ¢ 3 ? p + A roJ: G(7)drle + O(£%)
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