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Résumé

On étudie lécoulement MMH.D. stationnaire d'un fluide incompressible
dans ,un milieu poreux, électriquemerit chargé. Si le fluide est .non
visqueux, on constate pour les perturbations le méme phénoméne que
celui se présentant en M.H.D. classique. Pour une.conductivité trop faible,
on est obligé de modifier la loi de la densité ducourant électrique, ce qui
permet de trouver une solution de I'écoulement dans uUn corps infini,
poreux, muni d'une fissure.

Abstract :

We study the M.H.D. two-dimensional steady flow of an incompressible
electrically charged fluid through a porous medium. We-remark the same
phenomenon occuring in the perturbation flow as in the MH.D. classical
one, when the fluid is inviscid. We assume that the-magneti¢ REYNOLDS
number R, is too small so that it is essential to modify the law of thg
electrical current density ; we are *how able to resolve the problem of the
flow through an infinite, porous medium, with an infinite slit.
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1. Le systéme d'équations régissant I'écoulement se déduit du systéme
proposé par M. Horia |. ENE [1]: ’

= T - = U = =
rot H-—'-,;,'M avec J = mo|E -I-EV A H] [5]
rot E = 0 6]
-ep divE =7 [7)
avec k: coefficient de perméa_bﬂité

-n: viscosité du fluide

: porosité du milieu

<l 3

: vitesse de filtration

. pression

: densité du courant électrique.

1 <1 ol

: champ  magnétique

m T

: champ électrique . ‘
: densité de charge électrique '

: ‘perméabilité magnétique

Q ® aj

: coefficient de conductivité électriqine
ep : coefficient diélectrique .

po: densité du fluitle

On suppose le mouvement s'effectuant en présence d'un
champ magnétique imposé Ho et d’'un champ électrique
imposé Eo.. On utilise des variables adimensionnelles en
posant: S

LY A g __ b £
wV==,H =— g ==, = ) E R
Vo ~ Ho q‘ Qo P pqu) E aQo/e p

>

h
D §x)
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~ou a, Vi, Ho, Qu sont des caractéristiques du milieu °
(longueur, vitesse, champ magnétique, charge électrique).

Linéarisarit autglir de V. =0, H, et E. c'est-a-dire en posant H =H. + h,
E=E +e: b

'-‘EIHZH ]
: —‘grqd.pidm‘roth.l\-Hq :f'iz;—QEo KV=o



div h =yiv V=0
rote =0
diy’e—'-—q

Rot h =R [e + ‘1" vA Hil
m m

ou R-:q= % = Inverse du carré du nombre d'ALFVEN
R. = ouaV. = Nombre de 'REYNOLDS magnétjque
R’C = g 91‘1 C est -défini ‘par Ep'pCz =1
£ = G—ggf . _lc;ractérisant I'i,mp‘ort;mqe de la charge électrique
K = k’;—':ﬁ ‘ parameétre de filtration lié au rombre de-

REYNOLDS hydrodynamique Re par K = —
- a

. .
-Soient Hw = (H,, H,, HJ; E, = (E,, E, 0); le systéme précédént s'écfit :

; . R
ox H " sx H' ' 6x ey _'_ng q8 — LV =
o &hy oh, * h, Ry

5/7,: R . . ; ., ) _
—_— = Ry [ o= + —_— Hrvx + Hlsz
> & m(‘ o
A ' A '

6h; O6h,
ox o = ReH,v.
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oh,  bh, ov, -, bv. .

— + — =o0; — + — =o0
ox by ox oy

de. Be, be. e
Ox oy B oy ox

Appelons W{x, y) X{(x, y}les fonctions de courant définissant v et h, &(x, y)
le potentiel du champ électrique

o - o
Vi = — v\ = — —
oy ' ox
6X X,
hx = -, . h\ - — -
by ox .
60 o
e =— , e = —
ox oy

On remarque la possibilité d'avoir h, = v, = 0 moyennant:

T:!—cq, - _‘HLP (Seule subsiste donc la 3° composante de la

densité du courant électrique.)

Tenant compte de cette derniére relation, le systéme se réduit-a:

T -

. R

o (H m. ., t1}6¥
— = H? +*-—_+ R AY =

6x m’ ~ Kid %—IE a o

R R ~

op H _ 16¥ 3 B -
- = HH, + —-—+6HH§H" A¥=o0

by m Kliox ~ H=xy"

L . .

2. Ec‘ou|er§neht ‘d'un fluide non visqueux (ou encore dont le paramétre
d’infiltration est infini). '

Dans cette.perspective, on suppose E, = H: = o et que Iécoulement se
fasse en I'absence de gradient de pression:

¥ (x, y) vérifie alors:

em E, o
R, H, AY 15; o



C'est I'équation classique d'OSEEN. },g charge électrique étant en général

faible, on formule I'hypothése_f En _E_" << 1 . On assiste donc au méme

—m_ 'l

probiéme mathématique se posant en magnétohydrodynamique usuelle
d'un fluide non visqueux [2] perturbé par des charges électnques
Considérons-en quelques applqcatlons

a. Ecoulement dans un corps poreux assimilable a un quart de plan

(x > o,y> o). \

_ W(.y)=y y>o
Les conditions aux frontiéres sont ¢ -
" ¥(x, o) =_x x>o
Ces conditions sont d'origine purement mécanique. : elles expriment le
fait que du fluide est injecté perpendiculairement aux parois & une vitesse

uniforme. Dans [2] on a étudié le cas des perturbations dans un quart de
plan & parois poreuses. On trouve uniformément:

W(x, y) = U (x, y) + Wo(x, y) + O(¢)

avec A .
2 2
Udxy) =y \/ _ erfg X —_x 2em E_x exp| _— X
2 - R. Hx |8em Ex
2 /[ 2m 3 y 2m E_x_ " R. Hy
R. H R. H
— [JTerfc — X __
2 o J2em Ex
R. H,”
' x
W, {x, y) - + erfc
N 2 \/ em Ex
R- Rm H
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b. Ecoulement dans un corps poreux assimilable a un carré dont deux
cOtés consécutifs, sont permeables, les deux autres ne I'étant pas.

Les conditions requises aux frontiéres sont:

L

WY(x, o.) =X '
wix. 1) = 1] o<x<1
Y(o. y)

=y -
<y <t -
W, y)=1] o=y

Elles expr_iment que des parois perméables est injecté du fluide a une
vitesse uniforme.

te méme probléme mathématique s'est posé {2] dans des perturbaﬁons
dues aux charges électriques dans un'canal de section carré, deux cétés
consécutifs étant perméables.

Uniformément on-a:

. X L. =y
Yx, y) =x + ur.(n"'—-y + va | x, —t———y’ .
o m x| em x|

~Ru " H, - Y Rx H

v

ou . o4 détermine une couche limite parabolique le long de x = o avec

c. Ecoulement dans un milieu poreux infini muni d une fissure assimilabie -
a une plaque plane semi infinie (y > o). ’
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Les conditions ‘aux limites sont:
¥, y) =0
: . y>o
oy :
o O V) =0
| ¥(x, y) ~ + x & l'infini amont. .

Elles signifient que le fluide ne sort pas dans la fissure et que v, est
uniforme & l'infini amorit. R

" On cherche une solution particuliére' de I'équation d’'OSEEN. vérifiant :

em E, - 6 | _
[a—_ﬁ;“ >‘5y‘]“_""°

v

. On- sait {3] que ta solution de cette \équation avec les conditions aux
limites précédentes s‘obtient en introduisant la partie réelle et la partie

“ imaginaire de %—E’é (v + ix)|en tant que coordonnées paraboliques:

i . ' 1 ‘
(2a)" cos %a, (2a)? sin %a

La solution exacte est: !

: 1 : 1
Wi, y) = (2a)! gos«% a((za)’ sin -1-2;0

«

: — 2«sin’ %

erf (a)i sinla—; 1—e

2

d'aprés LEWIS et CARRIER [3].

‘

3. Cas ot o — o.

On suppose maintenant ¢ trop = petit » tel qu'il n'est pas possible d'utiliser
la loi d’'OHM classique. On formule I'existence de porteurs de charge
éwctrique, ce qui nous améne a poser : rot H = K gE + qV ol Ky, désigne .
fa _mobilité -des charges électriques par rapport au fluide.’ En variables
adimensionnelles on a:
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rotH:‘—qEJr';qv Res

. étant le nombre de’ REYNOLDS electrlque Comme VATAZFIIN A-B. ét
GRABOVSKIl V.-l [4], cependant, nous ne retenons que le terme de
convection, ce qui implique Re,; infini. Les deux premiéres équations nous
donnent:

— V, =
oy . eq eAd oy
OH;
~x th = — £A¢
Elles seront satisfaites pour A® = — ¥ (8) impliquant ainsi
H. = — eW* (x, y)/2. Les autres équations déterminant I'dcoulement

restent inchangées c'est-a-dire (1), (2), (3)," (4), (6) et (7) écrites en
variables adimensionnelles. En prenant toujours E. nUl on remarque la
possibilité d'avoir H, = H, = 0 c'est-a-dire X(x, y) = o. Considérant
maintenant le paramétrede fittration K fini, les deux premidres équatlons
du mouvement donnent :

. E’HH . .
. 50 & _fes _ X e =
R, | ox oy A ~yox AP T KA =0
‘Ainsi ®(, y) obéit'a:
. R2_
60 & 60 6 N _

équatlon qun s'apparente a celle réglssant I'écoulement hydrodynamlque
classique. Aprés avoir résolu cette équation ‘en, ® avec les conditions
appropriées, on en déduit ¥(x, y) én vertu-de (8). Cette analogie ayec.
I'écoulement hydrodynamique nous permet, par exemple, de traiter celui -
dans un milieu poreux -infini, comportant une fissure assimilable a une
plaque plane semi infinie, représentée ici par l'axe ox (x > 0). Nous’
-supposons

~

R

Ke'R?
- H :

A Tinfini amont, on impose :un champ éiectnque Eo et E est nul dans la
fissure, c'est-a-dire:
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P (x, 0)

gmm=q

I

(o)

P(x, y'_) ~ y & Tinfini amont.

Rappelons brievement le résultat [5]: le.long de la fissure apparait une

R. . .
couche limite d’épaisseur ‘Rﬁk A textérieur de la couche limite:
, €

. : R ' . .
®(xy~y— —3 V2(x* — ),
C N .

B étant une constapte” bieh
déterminée.

L3

A lintérieur de la couche limite la variable intérieure est définie part
Y = R—L—— 3
C/ERA\/R

la valeur ®(x, y} est donnée par:

®(x, y) ~ Vax [n — Bl 4

o -
rrr—

-y
e, "
CReRy
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