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Résumé :

Nous montrons la possibilité d’identification des tenseurs définis comme
produit tensoriel de vecteurs et comme formes multilinéaires dans le cas
de dimension finie en montrant qu'il existe une bijection linéaire entre les
deux définitions. Nous obtenons une isomorphisme d’espaces vectoriels,

et nous déduisons la dualité de 'E'A.p et de E®P dans le cas de
dimensions finies. Nous concluons par des. remarques qui nous semblent
mal connues mais qui nous paraissent essentielles. -

Abstract :

* The identification of tensors defined as _vector tensor products and as
multilinear forms is shown in the case of finite_dimensions by means of
the existence of a linear bijection. Vectorial space isomorphism is then -

obtained, and the duality of E*®P and E®P is deduced in the finite
dimension case. In the conclusion, essential remarks which are not
wellknown are recalled.

1. INTRODUCTION

Il est possible de définir les tenseurs de deux fagons.
La premiére consiste & les définir & partir du produit tensoriel de vecteurs,
la seconde, & partir des formes multilinéaires.
Nous allons montrer qu'il existe une bijection linéaire des tenseurs définis
comme produits tensoriels de vecteurs -sur les formes multilinéaires dans
le cas de dimension finie. Cette propriété de bijection permet alors leur
identification. .
Nous allons faire la démonstration dans le cas de deux espaces vectoriels
quelconques E, et E, définis sur le méme corps K, de dimensions finies
respectives n: et ni. L'extension de la demonstration au produit tensoriel
d'un nombre quelconque mais fini d’espaces vectoriels de dimensions
finies ne présente aucune difficulté.
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Notations

E: ® E;:produit tensoriel des espaces vectorieis E; et E;

L(E;F): ensemble des opérateurs linéaires appliquant lespace vec-
toriel E dang F.

\

Nous utilisons la conventlon d'Einstein: nous sommons sur les indices
égaux placés en positions haute et basse. S'il n'y a aucune indication, la
sommation va de 1 & la dimension de I'espace vectoriel considérd ; si c'est
nécessaire, nous \mention'nons le domaine de valeurs des Indices de
sommation.

Nous soulignons les covecteurs (formes lindaires) et surlignons les
vecteurs {(ou contravecteurs d'ordra un).

@: produit défini dans le corps K

+: somme vectorieile

o: produit tensoriel

T() (g): valeur de l'opérateur double T pour ies covecteurs f et g
{8}: base de E; pour i=(1, ..., m)

{e}: la base duale (ou cobase) de (&}

{8}: base de E; pour j=(1, ..., m)

{e}: la base duale (ou cobase) de (g]

2. PREMIERE DEFINITION DES"TENSEURS A PARTIR DES PRODUITS
TENSORIELS DE VECTEURS

Définissons d'abord le produit tensoriel de deux vecteurs x de E; et y de
E: (voir par exemple [1]):

21. (@X) ey = Xe(ay) =ax ey

22 W+X)ey=Xey+X¥ey .

23 Yo (y+y)=Xey+Xe}y

24. Xoy=0 équivalent & ¥ = -OE. ou y= 552

pour tous X et X' de E,, tous ¥ et ¥’ de E;, et tout « de K. Les conditions -
2.1, 2.2 et 2.3 expriment la bilinéarité du produit tensoriel.

Un tenseur est alors défini comme toute combinaison linéaire finie de
produits tensoriels de vecteurs quelconques X de Ei et y.de E;, cad.:

k=1 ,
pour p entier quelconque. C'est donc un élément de E = E; @ E..

Il est immédiat de montrer que:

* E = E; ® E; a une structure d'espace vectorial
* la base de E induite par les bases {§} de E: et {8} de E; est{5, e &}.
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tout tenseur * @ ¥\ de E se décompose sur la base{§ @ E} de E de la
fagon sulvants:

(... D)
( [N nl)
(1.

ca M2)

7"97.

i

k
(x&)e (A &) I
J

nou ||

Xyl (@ o &)

Nous avons donc e
Théoréme 1. Tout tenseur est une combinaison lméalre finie des éléments
(8 @ &)

Théordme 2. La composante du tenseur X* ® Y. sur le vecteur de baso:
(32 §;) de E est , ’
X YKJ

ou ¥ = x* § et =&
* la base de E} & Eest{s o 5’}

Nous allons montrer que nous pouvons identifier les tenseurs déflms
comme cl-dessus et les formes bilinéaires sur E} ® E3.

3. SECONDE DEFINITION DES TEMSEURS A PARTIR DES FORMES
-BILINEAIRES SUR E! ET SUR EI.

Soit la forme notée T(X @ ¥) sur Ei e E}, c'est-a-dire Fopérateur ébpliquant
* @ E3 dans K [1] [2]. Pour tout ocovecteur f de E}, tout covecteur g de

, tout vecteur X de E; tout vecteur ¥ de E; nous avons danc par
défmmon

3. " T(x e 7) (D(g) = 1(X) o g(X) est un élément de K.

Pour les éléments X* de Ei, 7x de E;, f de E}, g de E?% nous pouvons
généraliser cette définition par .

32 TE'e 7 (D(@ = (X) o g7
Théordme 2. L'gpérateur T(X* ® ¥.) est une forme bih‘néalre sur E\ e Ei.

Démonstration

Pour tous I et _f de Ej, tout g de E3, tous a et B de K, nous avons:

T(x* @ %) (af + Bt8) (@)
={af + B} (*) o g(7) d'aprés la définition 3.2.
=(af ) + Br'(?)} © g (7.) car E} est un espace vectoriel.
=af (*) o g (7B) + AI(®f o g () '
a cause de la propriété du produit e dans K.
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=aT(® o Vi) (N (g) + BT(R) @ Vi) (F) (@)

a cause de la définition 3.2.

=(aT(i ® ) (0 + AT( o %) (£)} (g)

Nous obtenons la linéarité par rapport a £ La linéarité par rapport & g se
démontre de la méme fagon.

4. ETUDE DE L'OPERATEUR T

Considérons maintenant I'opérateur T tel que T(Z" o 21) soit une forme

bilinéaire sur E} et sur E3, c'est-a-dire soit un élément de L(E{ e E3; K).
L'opérateur T applique E, @ E; sur les formes bilinéaires sur £} et sur E3.

Théoréme 3. L'opératei:r T ost linéaire.

Démonstration .
I\;Iontrons la refation :
a1 Ho(® o ) + AR o 7)} = aT(* @ Ju) + BT o 7')
pour tous X, ¥ de E;, tous ¥ et ¥'. de E;, tous a et 8 de K. La

_ sommation sur k va de 1 a p, la sommation surivade1aaq.
Les deux entiers p et g ne sont pas nécessairement égaux

D'aprés les propriétés 2.1, 2.2, 23 de la premiére définition des tenseurs,
nous avons':

a(® @ 7i) = (aX*) @ j. = X* @ (ai)
que nous écrivons sans ambiguité ax* e ¥..
Pour tous f de Ei et g de E% nous avons:

Ha® 0 7) + (K e 7} (D (@ |

=f(aX") ® g(7) + f(BX") @ g(¥") d'aprés la seconde
définition 3.2 et le th_éoréme 2.

=a(X" o P () (g) + BT (X" o y) (0 (@ car { est un
élément de E*, et d’aprés la seconde définition 3.2

=(aT(X' @ 7i) + BT 0 7} 1N (@) - CQFD
- Théoréme 4. L’opérateur T est surjectif.

" Démonstration

1l faut mbntrer que, pour toute forme bilinéaire t sur E1 et sur E3, il existe
un élément unique X* o i de E, @ E; tel que:

t=TE e %)
Posons t(g') (c”) = P et vérifions que
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4.2, t=T("8 o F)

Pour tout f de E7 et tout g de E3, nous avons
t=t5g (sommation de 1 & m) -
g=gg (sommation de 1 & n,)

Calculons

Hfg) (gig”)

f. g te) ()
car t est une forme bilinéaire sur E} et sur E3

th (@)

= tg, t
Montrons qu'il existe l'opérateur T appliquant E, @ E; sur la forme
bilindaire t. Si les dimensions sont finies, nous avons: .

Tt (& e T} (g)

=T{r5) e 5}D (g) = daprés la relation 2.1,
=1(P5).0 g(@) . d'aprés la définition 3.2,

=£1(&) o g (F)

=tfg CQFD.

L'unicité de 3, ® ©; est immédiat car{g} et{5'} sont des bases de E; et de
E.

Remarquons que si les dimensions sont infinies, nous n'avons plis la
surjectivité. .

Théoréme 5. L'opérateur T est injectif. '
Deémonstration

Montrons que le noyau de T se réduit 4 {O} de B\ @ E:: Clest-a-dire la
condition : ‘

'@ o &) =0 implique 'e; @ &', = O

D'apres le théoréme 1, tout élément de E: @ E; peut s'écrire comme une
combinaison linéaire

i t (6 e @)
Comme le systéme {6. e &'} forme une base de E; e E; c'est-a-dire est un
systéme libre de‘ générateurs, la condition

0=T(Fs ¢ ¥)
=#FT@E ¢ ¥ car T est linéaire (théoréme 3)
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impligue :
=0 pour tout i et tout j

ce qui entraine:
f5ed =0 CQFD.

5. CONCLUSION ET REMARQUES FINALES

1° Rappelons que les opérateurs T et t sont définis par:

T e B =I7) o g GR) '
pour tous ¥* de E, st ¥ de E..

* 1 ((g) est un élément de K avec la condition de bilinéarité par rapport a
1 de Ei et g de E:.

Théoréme 8. Nous avons montré que si les dimensions sont fimes
I'opérateur T, déffni par :

T(xk @ Z“) =1t
ol t est une forme bilinéaire sur E et E3 pour tous X* de E et J: de E;, est
une bijection linéaire (Theordme 3, Théordme 4, Théoréme 5), d'ou

Théordme 7. Le produit tensoriel E, @ E; de deux espaces vectorieis E; et
E: de dimensions finies et I'espace vectoriel L(E1 e E%;K) des formes
bilinéaires sur E% et E3 sont isomorphes.

Il est bon de sbuligner que si E, et E: sont de dimensions infinies,
Popérateur T n'est plus surfectif et l'identification n'est plus possible.

2° La généralisation directs du résuitat que nous venons de démontrer
montre que les espaces vectoriels ’

"EeEe...0E ot E ®P

o’

p-tols |
sont isomorphes. Nous pouvons les identifier et écrire:

p

EoEo....oE=® E=€c°®%

—————d
p-fois i=1

op ot E‘p

© goréme 8. E sont duaux dans le cas de dimensions finies.

Démonstration

Considérons I'espace vectoriel E“'p et I'espace dual E'p de E'P. Nous
obtenons le résuitat cherché en généralisant le théoreme 6. Remarquons
aussi qu'ils sont construits sur le méme corps. lls ont méme dimension
car, si n = dim E, nous avons
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dim E* %P = P

dim %" = dim % = oP

dans le cas de dimension finde.
le sont donc des espaces vectoriels isomorphes [4]. Nous pouvons les
identifier ‘ :

e® =% ~ CQFD.
4° Si E et E; sont deux especes vectoriels sur le méme corps K et de.
dimensions firlies, & un opérateur linéalre A de L(E,; E:) nous pouvons

agsocier de fagon Blijective le tenssur mixte A_ de E.'o E} d'ordre deux,
une fois contravariant, une fois covariant, tel que:

S(AN) = A_(®) (x)

pour tout & de E} et tout ¥ de Ei. Pour X de Ei, nous avons:

V=AT ¥ étant un élément de E;
= A'E) = XA .
AZ = Al oui=(1.,m)
i= (0., m)
Al = ¢’ (Ag)

Les nombres Al sont les éléments de la matrice [A] & n,-lignes et & n-
colonnes représentant Popérateur linéaire A de L(E; ; E;) dans les bases de
E, et de E..

: Le tenseur mixte A de E; ‘@ E1 associé de fagon bijective & A se
décompose sur la base (5, e £} en

A T= A{E'; ® 5_‘
telles que ses composantes mixtes
Al = Ag)) B) .
= g7 (AB)

soient les mémes que les éléments Al de la matrice {A] de A dans les
bases de E: et de E..

Le tenseur mixte.A.r d'ordre deux est représenté dans la base{?,,» ® g'} par

une matrice a n. lignes et & m colonnes qui est la méme matrice [A]
(voir [5]).

A l'opérateur A de L(E:; E:), nous pouvons associer 'opérateur transposé
At de A appartenant a L(E%; E1) défini par:

BAR) = A, (9) (%)
15



Ensuite, en reprenant le raisormg,_rh"g’ant‘ ci-dessus, nous pouvens associer &
I'opérateur transposé A_ le tensgur mixte A nde E} & E3.

+ §° Si.g est une forme bilinéaire sur l'espace vectoriel E sur K de
dimension n, il existe un tenseur 9r covariant d'ordre 2 de E*® tel que
pour tous X et ¥ de E-

gT(_:) (7)‘ est un élément de K.

Le tenseur covariant g . se décompose sur la base (€' o £) induite par une

base (F) de E de base duale (g) suivant fa formule:
g =gi(efg)
T

Matriciellement gT (oug) est représenté dans la base choisie par une
matrice-ligne & n X n = n* colonnes dont la disposition est donnée dans
les références [5] [6]

6° Si G est une forme bilindaire sur E*, le tenseur GT contravariant d’'ordre
deux défini par:

GT (D) = GEL L)
“pour f et f de E* se décompose sur la base (5 @ §) en
GT=G"(5 @ §) ’
Dans cette base, GT‘(ou G) est représenté par une matrice-colonnes a
n X n = n? lignes dont la disposition est donnée dans les références [5]
[6).
‘7° Si ‘M est une forme bilinéaire sur E @ E*, le tenseur mixte MT une fois

contravariant, une fois covariant se décompose sur la base (& e ¢)
suivant :

M= M @ o )

et est représenté dans la base (8. @ ¥) par une matrice carrée & n lignes et
a n colonnes.

Souvent, les praticiens du calcul matriciel représentent abusivement par la
méme matrice les matrices d’élements

(Al & (A et [A)]

Les natures de ces matrices sont différentes ; il doit en étre de méme pour
- leurs dispositions.
C'est ainsi que nous voyons la relation

Xi, = giXx
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écrite abusivement sous la disposition matricielle suivante:

X (gu g}z'," Gin !_'

Xz = gn g2 [0 _)5’

Xn- | [ . x2
| T Lg 'O O | | X

(x') est une matrice-colonne, mais (x;) est une matrice-ligne (et non une
matrice-colonnel..)

Cet inconvénient (entre autres avantages) n'existe pas si nous l'écrivons
suivant les régles données dans les références [5] [6] sous la forme:

e P -

. X
a .
. 52

[x: xl:---xn] = [gngu.....g.,].

x*
| =
ol 'opérateur . dans le second memkbre désigne la contraction du vecteur-
ligne par un vecteur-colonne. Dans le premier membre, nous obtenons

bien un vecteur-ligne.

8° Pour terminer, rappelons que la convention d'écriture d’'Einstein est
plus qu'une simple convention. Elle est essentielle car elle met en
évidence les propriétés de covariance et de contravariance (voir
références [6]).

s
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