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Résumé :

Nous résolvons les équations de la Relativité Générale d’Einstein dans le cas particu-
lier d’une distribution homogene et isotrope d’énergie électromagnétique a symétrie
spherique. La pression est alors égale & p. = py..c?’? & cause de I'isotropie.

Ces calculs peuvent servir d’introduction a 1’étude de 'explosion primordiale de
Punivers, ainsi qu’a celle de 'effondrement gravitationnel local (novae) & sa limite
ultime, lorsque toute I’énergie restante se retrouve sous forme de rayonnement piégé
par son propre champ de gravitation. Nous donnons la forme exacte de la métrique
et nous calculons la durée propre de 'implosion a partir du repos.

Abstract :
Spherical distribution of radiation in general relativity.

Special exact solution of spherical symmetric gravitational field equations is derived
in terms of general relativity in the uniform radiation distribution case where stresses
reduce to :
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This calculation, therefore, can be used in the early «Big Bang» universe study (with
reversing the time scale direction), as well as for the local gravitational collapse at his
end, when the whole energy is transformed into radiation captured by his own
gravitational field.

The total duration of free collapse from rest is thus found.
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INTRODUCTION
Notre base de départ est ’équation tensorielle d’Einstein qui relie de fagon formelle

la géométrie du systéme décrit & ses caractéres physiques.En composantes mixtes,
elle s’écrit :

1
— gMR-_RH _AgH _ 8Buf u
58y p ~NEp = T B

Cette équation exprime 10 relations. Parmi ces 10 relations, 6 seulement sont indé-
pendantes, le choix du systéme de référence restant entierement libre. La symétrie

particuliere qui apparait dans notre probléme réduira le nombre de relations indé-
pendantes a deux.

Pour résoudre les équations de champs nous utiliserons un systéme de coordonnées

comobiles avec le systéeme physique décrit. Avec un tel systéme, les composantes
mixtes du tenseur impulsion-énergie se réduisent a :

T} = T3 =T = -p T = p.c?

Hypotheéses de départ :

Le systéme que nous étudions est une distribution sphérique d’énergie, continue,
homogéne, et isotrope. Nous supposons que cette énergie se trouve pratiquement
toute sous forme de rayonnement électromagnétique et que la faible partie qui
pourrait s’échapper du systéme est négligeable.

Nous supposons de plus que la densité reste uniforme lorsque le systeme évolue

(contraction homologue). La pression, qui est la pression d’un rayonnement isotro-
pe,est :
Py = Py e2/3

On se propose de chercher la métrique relative & cette distribution, et. si possible,
d’exprimer sa partie spatiale en fonction de la coordonnée temps.

Calcul de la métrigue.
La forme la plus générale d’une métrique a symétrie sphérique non-statique s’éerit :
ds? =~ eW dR? — W (dO? +sin’@dyp?)=+ eFc? dr?

ol e, eW, et e¥ représentent des fonctions positives des coordonnées R
et 7 seulement, 2 cause de la symétrie sphérique.
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A partir de cette métrique, et a I'aide de I'équation tensorielle d'Einstein, on
obtient les relations :
2p¢c? , 20
ﬁ_p— (b) Jd = - _<p

W+ 20= ~
(a) p+pc?

p+pc2

Ici p = p, ne dépend que du temps. Donc p' = Oet ¢’ = 0
Il s’en suit que o = o (7)
u
Avec le changement de variable dt = e?d 7 on fait apparaitre un temps ortho-
gon=l. La métrique s’écrit donc :

ds® =—e% dR? —e@ (dO? +sin’@dy?) +c? dt?

A partir de cette nouvelle métrique, et toujours a I'aide de I’équation
d’Einstein, on obtient la relation :

e 2

W = W
(@) = " 4P R

Si, maintenant, on particularise les coordonnées transversales en posant :

e® = R282 (t) avec S(t =0) =1

8% (t)

ona: @ = -
£ (R)

La métrique peut donc s’écrire en définitive :

2
ds® = — 8% (t) [S—Ra

.
+ deQEJ + % dt?
2 (R)

en posant dQ? = d@? +sin’Ody?

- Détermination de la fonction £ (R).
Ecrivons les équations de champ :

Eox k2
SRS e-w.-ff—+%[c;;+%@2] (= 21L gy - Bt
L&

@ FElp o5 [w" 130 _ B ] i Lz[_@__Jrﬂ]
£
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On va faire apparaitre dans ces équations les fonctions f - (R) et S? (t) :

8nf 1 £ 1 17T, 8§5-§ 38 48
W= —ah=peg g ®'a [2 s 1§
Aprés arrangement, on a, en posant f* = 1 + f
8f ., R@288+8YH -t
¢! = R? §?
prec?
Soit, avee Tj = -p, = - 3
, R2(285+8?%) —c*f; 8 f
(1) R2 §? = = Ty by

Quand a I’équation (2) elle s'écrit :

grt . 1 1+n [

2
@-—F T gs""g | R R(1+1;)

Aprés arrangement, et avec T4 = p,..c> ona :

) 3R?S? --cz(fl +Rf )
S? R?

= 87rf.pr

L’équation (1') peut encore s’écrire :

f 285+ 82 8wt
T 2
“ ® P [ s 3 pr}
S———— e S— -

Kl K2 L

3 4 f o | _._ ="
+Z'?+__.—j|+_2|i52+2
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Le premier membre de cette relation est uniquement une fonction de R, le
second membre uniquement une fonction de t, puisque p. n’est fonction que de t.

Par conséquent K, (R) = K, (t) = Cte = B¢?

2,f1

done ¢ e ce qui donne LR = 8. B?

L'équation (1) s’écrit maintenant :

285+ 82 -pge? _ 8xf
SZ - 3 pr
et 'équation (2') :
S?—-Bc* 8t
82 -7 3 ‘?r

Ces deux équations permettent de déterminer la fonetion S(t) :

Détermination de la fonction S (t).

On constate immédiatement que (1) + (2') =0

i 285+ 8% — B¢ §? —Bc®
c.a.d. 52 + 5 = 0
ce qui donne 288 + 25% - 2pc? =0
soit : SS+ 8% = Be?

On résoud facilement cette équation différentielle.

Remarquons que [SS]= s§ + §2

Onadonec [SS]= Bc? . Enintégrant une premiére fois :

8§ =8c.t + C
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Or S'S:%[Sz] d’ot [S?]= 26¢c®.t+2C,
En intégrant encore :

¥t = Be* " & 26, -t ¥ 6,

Sipour t = 0 ona § = 1, ilfaut C, =1
Supposant de plus que le systéme évolue a partir d’un état de repos, c’est-a-
dire si :

BE= =0 il faut @ =0

En définitive :

S =|1+ e .t

Caleul de § :
Be* .t B’ .t
s  [1+g¢.t7]"""

De SS =fc?.t on tire S=

En portant ces expressions de S ef ‘S dans I'équation (2') on obtient :

8t 2 —pé® B c?
5 4 s? [1+8c*.t7]°7
Si Py = Po lorsque t =0 ona :
8mf " 2 " G 8mf
g Py = -fec soit g =- 3 2 P,

La métrique est maintenant entierement définie.

Durée propre de 'implosion :

o ) 8nfp, ., 2
Des calculs précédents,on tire Pr. =D 1- =R " -
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soit  p,.S* = Cte = p,
(Alors que dans le cas d’une distribution uniforme de matiere ona :

pm.83 = Cte )

On aura p, = = (S=0) lorsque 1-

soit ltz e e
l 81rrfpO

Durée propre correspondant & la disparition du systéme pour un observateur exté-
rieur.

Appelons r; la coordonnée radiale de Schwarzschild correspondant a la limite
de la sphére vue de I'extérieur.

Soit R, la coordonnée comobile correspondante.

Ona:r, =R, .S(t) t étant le temps mesuré par un observateur comobile.
Autemps t=0 ona 1, = R,.

2fM : - .
Lorsque r, atteint la valeur r, =——— (rayon gravitationnel), le systeme atteint
e

Phorizon du visible pour un observateur extérieur. En effet,a ce moment 1a tout
rayon issu du systéme subit un décalage spectral gravitationnel vers le rouge infini.

Si on appelle t; le temps propre correspondant on a :

to = Ry .S(Y)
soit i 0 . gy O
— = +Bc? .
[Rl 1+8c .t

ce qui donne en définitive :

=4 2 1/2
ti x-—(ﬁcz) e [1-—"%%]

ou encore $2 =4} =~ —5
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